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Petri 网，自 1962 年由 Carl Petri 提出以来，已经成为了研究并发系统中最重

要的一个理论模型之一。向量加法系统，作为一个与 Petri 网等价的模型，其由于

更简单的形式受到了研究者们的青睐，并且随着研究的开展，一些相关的衍生模

型也映入研究者的眼帘，这都说明对向量加法系统这一模型的研究是十分有意义

且必要的。

在向量加法系统的研究中，可达性问题是其中的核心。所谓可达性问题，即

询问两个格局之间是否存在一条路径，该问题由于能建模很多现实中并发程序中

的验证问题，从而受到研究者们的关注。与之相关的还有可覆盖性问题和有界性

问题，前者询问是否可以到达一个比目标格局更大的格局，而后者则询问所能达

到的格局是否是有限的，这些验证问题都因为在实际中有着大量的应用而产生了

重要的理论研究意义。

在并发理论中，非确定计算的结构是相当复杂的。即使是在只有 𝜏 动作的模

型 CCS𝜇 中其计算对象的结构也是不平凡的。对其进行定量的分析，比如有限状

态的不同的计算对象有多少个是十分有意义的，因为这体现了对其复杂性的刻画，

而随着 Fu 提出了对其的抽象表示 C-图，进行这方面的研究有了扎实的基础。

本文首先聚焦于向量加法系统，对其上的验证问题进行研究。我们将在归纳

总结这些验证问题的已有工作的基础上，阐述一些新的理解，这些想法对日后的

进一步研究会起到指导的作用。其次我们将聚焦于非确定计算，我们将给出第一

个从计数方面进行研究的工作，通过计数的角度来理解非确定性的复杂性。本文

的主要贡献如下：

• 首先我们系统归纳总结了近 60 年来向量加法系统的验证问题的研究，包括

可达性问题，可覆盖性问题和有界性问题。尤其在可达性问题的下界，我们

介绍了其中用到的不同技术和方法，也比较了这些方法的差异与不同，相

信对其他模型的相关验证问题有很好的指导意义。

• 其次，对于可达性问题中的 KLMST 算法，我们提出了一种全新的理解方式，

即通过分解-降维-分解-· · · 的形式来理解，即我们希望通过联系 𝑛+1 维的向

量加法系统和 𝑛 维向量加法系统的可达性问题之间的关系来理解 KLMST
算法，该理解方式被相信将有助于研究固定维度下的向量加法系统的可达
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摘 要

性问题。

• 对于有限状态计算对象在 CCS𝜇 的抽象刻画：C-图，我们引入了高度的概

念，该概念能够反映一个进程在计算过程中所要经过的不同状态的个数。并

且我们以高度为参数，给出了 C-图个数随高度变化的递推式，从而证明了

随着高度的变化，C-图个数的增长速度是非初等的，这一结果可以反映由

非确定计算所带来的复杂性。

向量加法系统，可达性，可覆盖性，有界性，非确定性，C-图
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THE STUDY OF VECTOR ADDITION SYSTEM

ABSTRACT

Petri net, proposed by Carl Petri in the year 1962, has been one of the
most famous formal models in the analysis of parallel processes. As an
equivalent model of Petri net, vector addition system (VAS) or vector ad-
dition system with states (VASS) has been heavily investigated in theoretical
setting.

Given a VASS and an initial configuration, the reachability problem
asks whether there exists a sequence of valid execution steps that reaches
a given final configuration. Reachability problem capture various verifica-
tion issues in concurrent program, and many problems can reduce to it. In
many situations it is the central issue. There are other verification problems,
such as the coverability problem and boundedness problem. The former asks
whether a configuration can reach a configuration above a target configura-
tion, and the latter asks whether the set of reachable configurations is finite.
All of them have a wide range of applications, and have been studied by
researchers in the past 60 years.

In concurrency theory, the structure of nondeterministic computations
is extremely complicated. Even in the variant CCS𝜇 of CCS that admits
only 𝜏 actions, these objects already demonstrate nice and rich structures
that we understood very little before. Research on the quantitative aspect of
process such as asking how many unequal 𝑛-state processes is meaningful
since it helps to see the complexity of nondeterminism. Fu proposed an
abstract representation of the computational objects called C-graphs which
let it possible to do some research from a quantitative aspect.

This thesis first focuses on the vector addition system. Based on the
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ABSTRACT

discussion of the existing work, we propose some new understanding of the
reachability problem, which will help future research. Next, we focus on the
nondeterministic computation, we will carry out quantitative study of the
complexity of nondeterminism. AS far as we know, this is the first of it kind.
The main contributions of the thesis are the follows:

• First we summarize the existing work of VAS in the recent 60 years in-
cluding reachability problem, coverability problem and boundedness
problem. Especially for the lower bound of reachability problem, we
compare with different techniques, which will help some related ver-
ification problems in other models.

• Next for the famous KLMST algorithm, we offer a new understand-
ing of the algorithm, i.e. by the form of decomposition-dimension
reduction-decomposition-· · · . In this way we try to build a relation-
ship between the reachability problem for (𝑛 + 1)-dimensional VAS
and the reachability problem for 𝑛-dimensional VAS, which we be-
lieve will contributes to efforts in the reachability problem for fixed
dimension

• Finally for the abstract presentation of finite state computational ob-
jects C-graphs, we introduce the concept of height, which character-
izes the maximal number of steps a computational object may engage.
Then we give a recursive equality of the number of the C-graphs of
height �, and prove that its growth rate is non-elementary. This result
classifies the worst case branching time complexity.

KEY WORDS: vector addition system, reachability, coverability, bounded-
ness, nondeterminism, C-graph
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1.1
随着现代计算机的发展，软件得到了越来越广泛的应用，但同时伴随了软件

中层出不穷的漏洞与隐患，并且有些漏洞很难通过测试寻找出来，比如上世纪 80
年代著名的 Therac-25 事件。

用一些形式化的模型来刻画具体的程序，再在其模型上研究一些验证问题来

保证程序的安全性等性质是一种常见的解决方案。注意到在并发系统中，很多行

为都是不确定的，因而非确定模型进入了研究者们的视角。Petri 网，自 1962 年

由 Carl Petri 在 [1] 中提出以来，已经成为了研究并发系统最重要的数学模型之一。

除去在形式化研究中的重要作用外，国内外的研究者们也将 Petri 网运用到生物、

化学、金融、网络、安全等不同领域的建模和分析当中[2-19]，比如在 [2] 中 Ball 等

人定义了并行库系统 (parameterized library system, PLS) 并实现了一个多线程程序

的模型检测工具，其上的验证问题被证明与 Petri 网上的相关问题等价；在业务流

程管理当中 Petri 网被广泛用于建模用来设计和分析业务流程[15-16]；Angeli 等人用

Petri 网建模了化学反应网络对其进行动力学分析[12]；在生物学方面，Petri 网也会

被用来建模研究代谢途径，具体可以参考 Baldan 等人的调研 [13]；北京交通大学

Lei Lei 教授等人用 Petri 网对无线网络系统建模以实现对无线网络的性能的有效

分析[5]；清华大学大学林闯教授等人在 Petri 网的基础上定义了私有 Petri 网，对恶

意软件造成的私有信息泄露行为进行分析[6] 等。

向量加法系统 (vector addition system) 在 [20] 中被提出，是一个与 Petri 网等

价的一个数学模型，其将 Petri 网进一步简化，将令牌 (token) 的变迁抽象成了向量

的加减法，从而具有了非常简洁的描述。该模型上的验证问题：可达性问题，即

给定两个格局，问两个格局之间是否存在一条路径，随着研究者们发现许多验证

问题上的活性性质都可以归约到可达性问题[21]，同时不仅关于程序验证，很多其

他方面比如形式语言理论、逻辑、并发系统里的很多问题都可以规约至可达性问

题来解决[22-32]，其成为了向量加法系统中最核心的研究问题。目前而言，随着近

两年的进展，研究者对该问题已经有了相对精确的认识，例如对一般情况下的可

达性问题已有了完备的结论，但仍然有许多神秘的面纱尚未揭开，比如对固定维

的可达性问题的上下界依旧有很大的鸿沟。同时，针对其一些特殊的子类，该问

题也有了对应完备的结论[33-39]。本文主要研究一般情况下的向量加法系统上的相

关验证问题。
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同时一些相关的衍生模型也开始进入研究者们的视角。Hopcroft 在 [40] 中提

出了带状态的向量加法系统，并且证明 𝑑 + 3 维的向量加法系统可以模拟 𝑑 维带

状态的向量加法系统，这一额外开销是紧的，从而也说明当维度作为输入的时候，

两者的可达性问题是等价的。下推向量加法系统 (pushdown vector addition system)，
简单来说是一个带栈的向量加法系统，因此其为研究同时具有递归以及整数变量

的程序语言提供了一个简洁的数学模型[41-45]。类似的，还有带测 0 的向量加法系

统模型 (vector addition system with zero test)[46-49]，交替向量加法系统模型 (alternat-
ing vector addition system)[50-51]，分支向量加法系统模型 (branching vector addition
system)[52-58] 等。

另一方面来讨论一些计算 (computation) 的概念。在传统的计算模型比如图灵

机[59]，𝜆-演算[60]，递归论模型[61] 定义了封闭的不交互的项，从而计算的概念可以

理解为对一个 𝑓，给定一个输入 𝑥，然后输出结果 𝑓 (𝑥)。而 𝑓 和 𝑔 相等则可以定

义为：如果对于输入 𝑥，存在 𝑓 或者 𝑔 有定义，则有 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥)，否则 𝑓 和 𝑔 在

𝑥 都没有定义。

注意到在这些模型中，计算都是确定的，但是当在并发理论中考虑计算的时

候则发生了变化，因为此时既有交互又有计算，因此需要考虑非确定计算 (nonde-
terministic computation)。在这类模型理论所定义的进程中[62-63]，进程最主要的任

务是进行交互，计算则是协同帮助交互的一部分，因而不能使用上述定义的相等

来刻画两个相等的对象。互模拟 (bismulation) 成为了在并发模型中两个进程相等

的重要性质，Milner 和 Sangiorgi 率先在 [64] 用其刻画了对所有并发模型都成立的

相等概念，随后又有 [56, 65-66] 等相关工作。Fu 则在 [67] 中系统性的提出了关于

模型独立的交互理论。本文将专注于其中的非确定计算，即并发模型中的计算对

象。

1.2
1.2.1

向量加法系统的可达性问题自提出以来，其可判定性是最先攻克的一个问题。

可达性问题指的是给定一个向量加法系统 𝑉 和两个格局 c, c′，问是否存在 𝑉 上

的一条路径 π 使得 c π−→ c′？在上世纪 70 年代，Hopcroft 和 Leeuwen 分别在 [40]
和 [68] 对低维的 VAS 的可达性问题给出了可判定的证明，Sacerdote 和 Tenney 在

1977 年提出了一个对一般情况下 VAS 的可达性问题可判定的证明[69]，但并不完

整。而到了 1980-1990 早期这段时间，Mayr,Kosaraju 和 Lambert 对这个证明进行

了补充[70-72]，最终完成了可达性可判定性的证明。其采用的方法被合起来称之为
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KLMST 分解算法。由于证明复杂，后人依旧对可判定性的证明做着简化的研究。

Leroux 在 2011 年提出了一个由 Presburger 递归不变量的方法给出的可判定性证

明[73]，其通过给出一个不可达的证据（witness）存在性给出了两个半可判定的算

法来证明 VAS 可达性的可判定性。这个证明相比于早期的 KLMST 简洁易懂，但

是最新的研究表明[74] 一些特定的向量加法系统里，如果有两个格局其之间可达的

路径是比较远的话，那么其中两个不可达的格局的证据也会很大，从而表明从寻

找不可达的证据出发，似乎也不能减少可达性问题的复杂性。

1.2.2

在获取可判定性结论的同时，对于 VAS 可达性问题的复杂性研究也在大量

的进行当中。首先是对于固定维数的 VAS 的可达性问题复杂性研究。Hopcroft 在

[40] 证明了 5 维向量加法系统的可达集是一个半线性集合（semi-linear set），而

维度 ≥ 5 时则不是，并给出了一个具体的反例。通过这个基础，研究者目前已经

在 1 维带状态的向量加法系统和 2 维带状态的向量加法系统上获得了完备的结论。

Hasse 在 [75] 证明了 1 维上的可达性问题是 NP 完备的，Leroux 在 [76] 证明了 2
维的向量加法系统有平坦性（flatness）的性质，即任何一条路径都可以被有大小

限制的圈所刻画。Blondin 最后在 [77] 提出了线性路径策略（linear path scheme）的

思想从而获得了多项式空间的算法，并且通过有界单计数器自动机模型上可达性

问题的规约，获得了 PSPACE-完备的结论，在 [78] 中也提出了一个新的证明证明

该问题是 PSPACE-完备的结论。然而对于更高的维度 (≥ 3)，目前还没有完备的

结论。但随着诸多研究的推动，比如针对一般情况下的向量加法系统的可达性研

究[79-82]，以及对于一些特定的向量加法系统的研究，比如在 [74] 中所提到的拥有

2-指数长度的路径的 4 维带状态的向量加法系统，可以发现维度的增加基本可以

极大程度的提高可达性问题的复杂性。

对于任意维度的向量加法系统的可达性问题复杂性问题上也有了不少不错的

进展。首先是其上界，上界获得的技术基本上是从对 KLMST 算法的分析而获得。

Leroux 和 Schmitz 在 [83-84] 通过给出基于理想（ideal）的分解算法重新解释了

KLMST 算法，并且给出了可达性性问题的第一个上界 F𝜔3，这个算法通过使用了

Karp-Miller 覆盖树[20] 因此会有一个 F𝜔 的下界。随后 Schmitz 在 [85] 将上界改善

成了 F𝜔2。最新的结论是 Leroux 在 [82] 给出的的 F𝜔 上界，即 Ackermann 上界，

其通过对可泵性（pumpability）判定的改进-提出了一个指数空间的算法和引入了

一个新的秩函数极大地改善了上界的复杂度。注意到其是一个非原始递归的上界，

因此这依旧是个非常复杂的算法。
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在下界方面，下界的证明技术比较统一。在这种高复杂性类里，研究领域有

两个非常基本的问题：被限制住时间的图灵机（Turing machine）停机问题以及被

限制住计数器大小的技术程序（counter machine）接收问题[86-88]。首先的一个结论

是 1976 年 Lipton 在 [89] 证明了指数空间难 (EXPSPACE) 的下界，其成功将一个

被限制在 22𝑛 大小的计数程序接收问题规约至可达性问题。Lipton 提出了一个非

常重要的思路，因为对于向量加法系统和计数程序来说，最大的差别在于计数器

的能力上; 计数程序的计数器能力会更强，能够去执行测试 0 的操作，因而在规约

的过程中，最大的难点在于如何用不能测试 0 的计数器去模拟那些能测试 0 的计

数器，当然这些被模拟的计数器有大小的限制，否则一旦存在两个以上不受限的

计数器，其问题便是不可判定的。Lipton 提出了通过维持 𝑥 + 𝑥 = 𝐵 的这样的形式，

即构造一个计数器的补，使两者的和始终维持等于 𝐵 不变，这样对 𝑥 测试 0 便相

当于计数器 𝑥 可以连续进行 𝐵 次减法，从而模拟了测试 0 这一操作。

然而在此后的 40 年里，可达性问题的下界并没有获得任何改进，直到最近两

年，Czerwiński 在 [74] 将下界提升到了非初等下界（non-elementary）。能产生这一

重大改进的原因是 Czerwiński 提出了一个放大器（amplifier）的概念，他能将一个

计数器限制在 k! 大小下的计数器机的接受问题转化成一个计数器限制在 k 大小下

的计数器机的接收问题，通过对这个放大器的迭代，其证明了 VAS 可达性问题的

下界至少是非初等的。这里使用了一个核心技巧，将一些需要测 0 的命令一起执

行，具体来说，在利用 Lipton 提到的测 0 的转换思路上，引入三个计数器 𝑏, 𝑐, 𝑑

使其满足其中的值为：𝑣(𝑏) = 𝐵, 𝑣(𝑑) = 𝑣(𝑏) · 𝑣(𝑐)，则当需要对被模拟的计数器 𝑥

测 0 时，我们可以在一边对 𝑥 作减法的同时，将 𝑑 也做对应次数的减法，整个过

程完成后再将 𝑐 也作一次减法；这样做的好处是并不需要在这次模拟测 0 时确保

𝑥 正好做了 𝐵 次减法，因为如果没有做足，最后不可能使得 𝑑, 𝑐 里的值都变为 0，

即会在模拟的最后一步失效。采用这样一个技术的好处是极大的增加了被模拟测

0 计数器的限制，但是也使得其不能像 Lipton 的方法那样获得其他验证问题比如

可覆盖性问题，有界性问题的下界结论。

上述方法可以简单理解为当没有按设想的去模拟测 0 时留下一些可以在最后

验证的副作用，或者说将一些测 0 操作合并起来最后一起验证。随着这一想法的

提出，原本可达性问题上巨大的上下界鸿沟已经从 EXPSPACE-难至 Ackermann-
难缩小至了 Non-Elementary-难至 Ackermann-难。而这一想法也打开了研究者们

对如何更好的模拟测 0 的思路。随后，Czerwiński，Leroux，Lasota 等人分别各自

在 [80-82, 90] 提出了更好的模拟测 0 的思路：Czerwiński 通过将更大一部分模拟

测 0 的命令汇聚到一起验证其正确性获得了新的下界 Ackerman-难；Lasota 则通
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过限制测 0 的次数，从而解放了被模拟测 0 计数器的大小限制，因而也获得了

Ackermann-难的下界；Leroux 则通过进一步放宽放大器这一概念，提出了预生成

器 (pre-amplifier) 这一概念，不仅获得了 Ackermann-难的下界，也获得了目前最

好的固定维可达性问题的下界。至此，任意维度下的向量加法系统的可达性问题

已经被证明是 Ackermann-完备的。需要注意的是，尽管对任意维的可达性问题已

经有了完备的结论，但是对固定维 𝑑(≥ 3) 的可达性问题，目前还有着 𝐹𝑑−4
2

-难到

𝐹𝑑+4 上界的巨大鸿沟，这里不作过于严谨的表述，因为当 𝑑 较小时比如 = 3, 4 等，

目前还有只有 2 维的平凡推论，即 PSPACE-难。

1.2.3

在向量加法系统的验证问题中，除了可达性问题以外，还有许多其他的验证

问题也发挥着重要的作用。

• 可覆盖性问题 (coverability problem) 和有界性问题 (boundness problem)。这

两个问题可以视作是可达性问题的一个松弛版本。前者指的是给定向量加

法系统 𝑉 和两个格局 c, c′，问是否存在一个格局 c′′ 使得 c ∗−→ c′′ ≥ c′; 后者

问的则是在 𝑉 中 c 可以到达的格局是否是有限的？这两个问题最先在 [20]
中被证明是可判定的，其用到的核心技术：Karp-Miller 树被广泛运用到各

个模型的验证问题当中[52, 91-92]。随后其在 [89, 93] 中两个问题被证明都是

EXPSPACE-完备的，最近也有一个新的关于该问题的完备证明[94]。

而关于固定维度上的这两个问题，首先在 [95] 中其证明当维度 𝑑 ≥ 4 时这

两个问题都是 PSPACE-完备的；随后在 [96] 中被证明 3 维的可覆盖性问题

以及有界性问题也是 PSPACE-完备的；当维度 𝑑 = 1 时则在 [97] 中被证

明是 NP-完备的；最后在关于 2 维带状态向量加法系统可达性问题的研究

中[77] 证明了其在维度 𝑑 = 2 的时候也是 PSPACE-完备的，从而给出了整个

问题完整的答案。此外，近些年也有对有界性问题变种的一些研究，比如

有助于时间线型逻辑检测的可逆有界性 (reversal boundedness)[98-100] 以及状

态有界性 (place boundedness)[20] 和选择无界性 (selective unboundedness)[101]

等问题。

• 可达集全集问题。如果我们在定义一个带状态的向量加法系统中类似自动

机那样定义每条边的标记和初始接收状态，则就可以定义一个全集问题，即

在 𝑉 中由初始格局 c 出发可达所有到达接收状态的路径的对应串是否构成

了自目标的全集？该问题某种程度上也刻画了可达性的描述，其在 [102-103]
中被证明了就算仅是 1 维，该问题也是 Ackermann-完备的。而在 [104] 其
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考虑了一个无歧义性 (unambiguous) 的性质，即对于任何一个串，最多只对

应的一条接收路径的限制下，证明了该问题是 EXPSPACE-完备的，并且对

于固定维的无歧义向量加法系统的全集问题，其也证明了当维度 𝑑 = 1 时

是 co-NP-难的，而对于维度 𝑑 ≥ 2 则是 PSPACE-难的。

• 一些不可判定的问题。最后再简单的介绍一些其上的不可判定问题。

– 可达集包含问题。可达性问题的一个简单拓展就是研究其可达集的关系。

所谓可达集，即从一个格局 c 出发所能达到的所有格局的集合。在 [105]
中，其通过将希尔伯特第十问题 (Hilbert tenth problem)[106] 规约至该问题

获得了不可判定的结论，同时也证明了可达集相等问题也是不可判定的。

– 强互模拟等价问题。强互模拟等价是并发系统中非常值得研究的问题。

Petri 网作为其上非常重要的一个模型，对于该问题却只有否定的答案，

Jančar 在 [107-108] 中证明了该问题的不可判定性。

1.2.4

随着向量加法系统的研究进展，一些相关的衍生模型也开始映入研究者的眼

帘。

• 带测 0 的向量加法系统。在 [87] 中其证明了只要有两个计数器，其停机问

题便是不可判定的。因此如果给向量加法系统中的两维增加测 0 的能力，其

可达性问题便是不可判定的。一个很自然的问题是如果只有一维可以测 0，

我们称其为带测 0 的向量加法系统，该模型上的可达性问题是否可以判定？

在 [109] 中 Reinhardt 第一次给出了其可判定性的证明，而在 2011 年 Bonnet
通过 Presburger 递归不变量这一技术给出了一个更为简洁的证明[46]。而其

的复杂性结论目前只有平凡的向量加法系统的下界的直接推论。而这方面

最新的一个研究是 Leroux 在 2020 年发表的 [47]，其考察了维度为 2 的带测

0 的向量加法系统上的可达性问题，其通过使用在 [77] 中介绍的线性路径

策略技术证明了 PSPACE 的上界，从而获取了其可达性问题是 PSPACE-完
备的结论。

• 下推向量加法系统。这里还有一个与之几乎相同的模型：语法控制的向量

加法系统（grammar-controlled vector addition system，GVAS），其对应关

系可以参考下推系统（pushdown system）与上下文无关语法（context-free
grammar）的转换关系可得。关于该模型下的验证问题，研究者也有了不少

的研究。Leroux 等人在 [41] 证明了其终止性和有界性都是可判定的，但是

对于更受关注的可覆盖性问题和可达性问题上，目前还没有可判定性的结
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论，目前仅仅只知道其有非初等的下界 [55]. 有趣的是，相别于向量加法系

统的可达性问题和可覆盖性问题的巨大差别，该模型的可达性和可覆盖性

在不固定维数的时候是一致的；Leroux 在 [42] 中证明了 𝑛 维下推向量加法

系统的可达性问题是可以规约至 (𝑛 + 1) 维下推向量加法系统的可覆盖性问

题。而在固定的维度上，研究者们也有一些进展。对于 1 维的下推向量加

法系统来说，Leroux 等人在 [42-44] 中证明了其可覆盖性问题蕴含在 NP-难
到 EXPSPACE 之间，而有界性问题在 NP-难到 EXPTIME 之间。

• 交替向量加法系统。该模型是由 Lincoln 等人在研究命题线性逻辑时提出来

的一个 VAS 的扩展模型[50]。它引入了分叉规则，使得其作用在同一格局时，

下一格局会存在两种情况。很遗憾的是关于其可达性的结论是不可判定的。

但如果我们就可达性问题削弱为状态可达性问题，即只要求状态可达，则

Courtois 等人在 [51] 证明了其是双指数完备的，并且如果维数固定时，状

态可达性问题难度降低为指数时间完备的。另一方面，该问题令人感兴趣

的一点是其状态可达性问题可以有效的规约到基本并发进程（Basic Parallel
Process,BPP）, 带状态的向量加法系统与有限状态系统的模拟问题上，从而

可以期待得到新的下界结论。

• 分支向量加法系统。该模型将向量加法系统线性的计算过程扩展成了一颗

计算树[52]，其非叶子节点的向量值被刻画成其儿子节点的向量值以及对应

的规则之和。该模型可以有效刻画计算语言学、逻辑乃至 XML 中的一些核

心问题，因为也引起了研究者们的兴趣。Lazic 和 Demri 在 [53-54] 中对其一

系列验证问题进行了研究，得到了该模型的有界性问题和可覆盖性问题是

2-EXPTIME-完备的，而其可达性问题是 2-EXPSPACE-难的，随后在 [55]
中进一步将一般的可达性问题提升到了非初等的下界，但是目前依旧不清

楚其是否可判定。非常有意思的是，在维度较低时，分支向量加法系统的验

证问题体现出了非常优秀的低复杂性。在 2016 年 Göller 等人证明了在一进

制编码的时候，一维分支向量加法系统上的可达性、可覆盖性、有界性问题

都是多项式时间完备的[56]；而在二进制编码的时候一维分支向量加法系统

的可达性问题在被证明是多项式空间完备的[58]。在 2019 年 Mzaowiecki 等

人考虑了有界的分支向量加法系统，并且得到了二维有界分支向量加法系

统可达性问题是指数时间完备的结论[57]。
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1.2.5

目 前 对 进 程 的 研 究 当 中， 存 在 非 常 多 的 从 定 性 的 角 度 去 研 究 的 成

果[62-63, 110-113]，但是从定量的角度去研究进程的性质的研究目前还十分稀缺。

这样的研究同样是有意义的，比如询问一个 𝑛 个状态可以在 𝑎, 𝑏, 𝑐 三个信道交

互的不同的 CCS 进程有多少个可以在某种程度上反映出非确定性带来的复杂性。

Fu 在 [114] 中提出应当率先在简单的模型：只有 𝜏 动作的 CCS𝜇 中进行对应的研

究，其原因有二：首先这样的限制能够仅仅关注于内部动作的不确定性所产生的

复杂性；其次尽管是如此简单的模型，其结构依旧是不平凡的，我们可以构造

出任意多个不相等的计算对象。并且其在里面定义了计算对象的图的抽象表示：

C-图，为作定量的分析打下了坚实的基础。

1.3
本文首先将着重介绍向量加法系统上的相关验证问题，其主要贡献如下：

• 首先归纳总结了向量加法系统上一些验证问题的研究结果以及研究技术，

包括可覆盖性问题和有界性问题 (第三章)，任意维度下的可达性问题上界

算法 (第四章和第五章)，以及固定维度下的可达性问题 (第七章)，尽管在过

去的时间中已经有了很多这样的工作[22, 47, 86, 115-118]，但是随着近两年技术的

改进导致其结论的一再更新，给予这些问题这些年的研究的一个总结是很

有意义的。

• 其次在第四章，本文提出了有别于 Leroux 提出的 KLMST 算法的理解思路

的算法解释，该解释可以简单的用分解-降维-分解-降维-· · · 所来表示，并且

相信其能反应上不同维度的向量加法系统的可达性问题之间的关系，从而

对研究固定维度的向量加法系统的可达性问题起帮助的作用。

• 对于可达性问题的下界证明所用的模拟测 0 技术，本文归纳总结了目前所

有的技巧，并且阐述了其中的差别和为什么其能拥有更强的能力，相信此

对于研究一些其他模型相关验证问题的下界可以产生指导的作用。

此外，本文研究了并发理论中的一类进程-有限状态计算对象。在只有 𝜏 动作

的 CCS𝜇 模型中，引用了 Fu 在 [114] 对有该类进程的一种的抽象刻画：C-图，并

做了如下研究：

• 本文定义了 C-图的高度这一概念，并通过该参数计算得到了不同高度下 C-
图个数的一个递推式，给出了不同高度下 C-图个数的大小以及增长速度，

该大小有助于理解非确定计算分支的计算复杂性，也是第一个以定量角度

来研究类似问题的研究。
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1.4
本文后续的安排章节如下：

• 第二章将介绍本书所要用到的一些基本知识，包括向量加法系统的基本概

念，基本的良拟序理论基础，快速增长层级复杂性理论介绍和线性方程组

正整数解的基本理论。

• 第三章则将介绍向量加法系统的可覆盖性问题和有界性问题，本文将首先

介绍被广泛运用的 Karp-Miller 树技巧，以此来获得这两个问题的可判定性

结论。随后进一步介绍如何获取一个在指数空间内的算法，从而获得其是

EXPSPACE-完备的结论。

• 第四章开始至第七章将开始介绍可达性问题。首先在第四中本文将介绍可

达性问题的最新上界算法-KLMST 算法，并且给出一个新的解释来理解该

算法，该解释可以将维度之间的变化联系起来。

• 第五章将介绍另一个可达性问题的判定性算法-Presburger 不变量方法。

• 第六章将介绍可达性问题的下界研究。本文将众多的模拟测 0 技术归纳起

来，企图可以对其他相关模型的相关验证问题的下界产生帮助。

• 第七章则将介绍固定维度下带状态向量加法系统的可达性问题的研究。首

先将介绍 1 维带状态的向量加法系统的可达性问题是 NP-完备的，其次将

介绍 2 维带状态的向量加法系统的可达性问题是 PSPACE-完备的，最后则

讨论目前更高维度的带状态向量加法系统的可达性问题的困难之处。

• 第八章将从计数的方式研究有限状态计算对象的个数，对于其等价的抽象

表示：C-图，文章将给出以高度为参数得到的 C-图个数的递推式，并且给

出其相应的增长速度，这一结论有助于研究计算对象分支下的时间复杂性。

• 第九章则是全文总结和未来展望。
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第二章 预备知识

2.1
本章将开始介绍向量加法系统的基本概念，以及本文中所需要用到的一些其

他的基本知识。

2.1.1

本文用 𝑢, 𝑣, 𝑤 等表示整数，|𝑢 |表示 𝑢 的绝对值。令 N,Z分别表示自然数和整

数集合，用下标表示他们所处的范围，比如 Z≥0 表示非负整数集合。特别的，用

N𝜔 表示集合 N∪{𝜔}, 这里 𝜔可视作一个比任何自然数都要大的数，即 ∀𝑛, 𝑛 < 𝜔，

并且满足对于 ∀𝑛 ∈ N有 𝑛 + 𝜔 = 𝜔。关于 𝜔 的具体信息，可以在后面章节 2.3.1获

取。对于 N𝜔，定义序关系 ⊑，即称 𝑥 ⊑ 𝑦 如果 𝑦 ∈ {𝑥, 𝜔}。此外，用 [𝑑]0 表示

不超过 𝑑 的自然数，即 [𝑑] = {0, 1, 2, . . . , 𝑑}，用 [𝑑] 表示不超过 𝑑 的正整数，即

[𝑑] = {1, 2, . . . , 𝑑}。
给定一个集合 𝑋，用 |𝑋 | 来表示集合里元素的个数。对于两个集合 𝑋,𝑌，称

𝑋 × 𝑌 = {(𝑥, 𝑦) |𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 }为 𝑋,𝑌 的笛卡尔积。给定一个集合 𝑋，用 𝑋𝑑 表示

𝑑 个 𝑋 的笛卡尔积，也即 𝑋 上所有 𝑑 维向量的集合。令 u, v,w 表示向量，对于一

个 𝑑 维向量 u，用 u[𝑖] 表示其第 𝑖 维的大小，用 | |u| |𝑝 表示 𝑝-范数，这里 𝑝-范数

的定义如下：

| |u| |𝑝
def
= (|u[1] |𝑝 + . . . + |u[𝑑] |𝑝) 1

𝑝 (2–1)

特别的，用 0𝑑 表示全为 0 的 𝑑 维向量，在向量空间不会引起疑义的情况下，也会

用 0 来表示零向量。

2.1 考虑一个 3 维向量 u = (2,−1, 3)，其 1-范数、2-范数、∞-范数分别为：

| |u| |1 = 6, | |u| |2 =
√

14, | |u| |∞ = 3. (2–2)

给定一个 𝑑 维向量 u 和一个集合 𝐼 ⊆ [𝑑]，定义 u 在 𝐼 上的射影 u𝐼 为:

u𝐼 [𝑖]
def
=


u[𝑖], if 𝑖 ∈ 𝐼,

𝜔, o.w.

现在将序关系 ⊑扩展到 N𝑑𝜔 上，即对于 N𝑑𝜔 上的两个向量 u, v，称 u ⊑ v，如果对

于任何一维 𝑖 ∈ [𝑑] 都有 u[𝑖] ⊑ v[𝑖]。此外，我们自然的定义向量上的 ≤ (<) 关
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系，即对于两个 𝑑 维向量 u, v，如果对于任意的 𝑖 ∈ [𝑑] 都有 u[𝑖] ≤ (<)v[𝑖]，则称

u ≤ (<)v。向量的字典序关系 <𝑙𝑒𝑥 则定义如下：即对于两个 𝑑 维向量 u, v，如果

最小的满足 u[𝑖] ≠ v[𝑖] 的 𝑖 ∈ [𝑑] 满足 u[𝑖] < v[𝑖]，则称 u ≤𝑙𝑒𝑥 v，不难发现 ≤是

一个偏序而 <𝑙𝑒𝑥 是一个全序。

2.2 考察三个 N𝑑𝜔 上的向量 u = (1, 𝜔, 3), v = (𝜔, 𝜔, 3), w = (𝜔, 𝜔, 4)，有 u ⊑ v,
但是 u @ w, v @ w。

给定集合 𝑋，一个定义在其上面的关系 𝑅 是 𝑋 × 𝑋 的一个子集，其对应的逆

关系 𝑅−1 定义为 𝑅−1 = {(𝑦, 𝑥) | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅}。给定 𝑋 上的两个关系 𝑅1 和 𝑅2，定义其

关系的复合 𝑅 = 𝑅1 ◦ 𝑅2 = {(𝑥, 𝑧) |∃𝑦 ∈ 𝑋, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅1 ∧ (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅2}。令 𝑅 (𝑛) 表示关

系 𝑅 自身的 𝑛 次复合，特别的 𝑅0 = {𝜖}。我们称 𝑅∗ =
⋃
𝑖∈N 𝑅

(𝑖) 表示 𝑅 的克莱尼

星闭包。

一般来讲，关系的复合定义与本文给出的是相反的，即 𝑅 = 𝑅1 ◦ 𝑅2 =

{(𝑥, 𝑧) |∃𝑦 ∈ 𝑋, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 ∧ (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅1}。但是为了后文的使用方便，本文使

用了将 𝑅1, 𝑅2 对换过来的关系复合的定义方式。

给定一个集合 𝑋，集合 𝑋 上的一个串是 𝜉 = 𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛 ∈ 𝑋∗，用 |𝜉 | = 𝑛来表示

串的长度，用 𝜉 [𝑖] 表示串上第 𝑖 位的元素，用 𝜉 [𝑖, 𝑗] = 𝑥𝑖 . . . 𝑥 𝑗 表示 𝜉 上的一个子

串，特别的如果 𝑖 > 𝑗，有 𝜉 = 𝜖 即为空串。对于两个串 𝜉1 = 𝑥1 . . . 𝑥𝑛, 𝜉2 = 𝑦1 . . . 𝑦𝑚，

用 𝜉 = 𝜉1𝜉2 表示其连接，即 𝜉 = 𝑥1 . . . 𝑥𝑛𝑦1 . . . 𝑦𝑚。

2.1.2

本节开始介绍不带状态的向量加法系统 (Vector Addition Systems, VAS)[20]。作

为一个更数学化的并发程序模型，不带状态的向量加法系统显得十分简洁。为了

叙述方便，以下用向量加法系统作为简称。

2.1 (d-VAS) 一个 𝑑 维的向量加法系统 𝑉 是一个 𝑑 维整数向量的集合 A𝑉 ⊆
Z𝑑。称 A𝑉 里的元素是 𝑉 的一个迁移动作（action）。

对于 𝑑 维向量加法系统 𝑉，令

|𝑉 | def
= 𝑑 · |𝐴𝑉 | · max

a∈A𝑉

log2( | |a| |∞)

表示 𝑉 的大小，特别的如果省略掉其中的 log2，则称其为 𝑉 在一进制编码的大小，

并用 | |𝐴𝑉 | |表示 maxa∈A𝑉
| |a| |∞。一个格局（configuration）u ∈ N𝑑 是一个 𝑑维自然数
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向量。对于其中的每一个动作 a ∈ A𝑉，定义其在N𝑑 上的一个关系：
a−→= {(x, y) |y =

x + a ∧ x, y ∈ N𝑑}，也记作 x a−→ y，称 x 做了一步迁移动作 a 到 y，也称格局 x 能

触发迁移规则 a。特别的，定义
A𝑉−−→=

⋃
a∈A𝑉

a−→。对于自然数向量 x0, . . . , x𝑛 ∈ N𝑑

和 a1, . . . , a𝑛 ∈ 𝐴𝑉，如果存在如下关系：

x0
a1−→ x1

a2−→ · · · a𝑛−→ x𝑛, (2–3)

称 π = a1a2 . . . an 是格局 x0 到格局 x𝑛 的一条路径，也称 x0 能触发路径 π、π 对

于 x0 是合法的；将 𝜌 = (x0, π, x𝑛) 称为一个运行，有时也会将其拆开来记，即

𝜌 = (x0, a1, x1) . . . (x𝑛−1, a𝑛, x𝑛)，令 Δ(π) = ∑𝑛
𝑖=1 a𝑖 表述路径 π 的增量，串 x0x1 . . . x𝑛

称为运行 𝜌 的格局串，并且用 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝜌) 表示其对应的路径 π。此外称 x0, x𝑛 为该

运行的起点和终点，记作 𝑠𝑟𝑐(𝜌)和 𝑡𝑔𝑡 (𝜌)。格局 x𝑛 对于 x0 是可达的（reachable），
反之如果不存在这样一条路径，则称格局 x𝑛 对于 x0 是不可达的。关系

𝑉−→= ( A𝑉−−→)∗

称为 𝑉 上的可达关系，在考虑的向量加法系统 𝑉 没有疑义的情况下，将可达关系

简写为
∗−→。如下集合：

Reach𝑉 (x)
def
= {y| (x, y) ∈ 𝑉−→} (2–4)

称为格局 x 在向量加法系统 𝑉 上的可达集，简称 x 的可达集。

我们同样可以介绍在任意空间下的可达关系。给定一个向量空间 V，如果对

于其上的向量 x1, . . . x𝑛 ∈ V，存在一条路径 π = a1a2 . . . a𝑛 满足：

x0 + a1 = x1, . . . , x𝑛−1 + a𝑛 = x𝑛. (2–5)

则称 x𝑛 对于 x1 在 V上是可达的，记作 x0
𝑉−→V x𝑛，x𝑖 称为在 V上的格局。一步

可达关系也可类似的定义为
A𝑉−−→V，其他概念也可以类似定义。这里最常用的不在

N𝑑 上的可达关系是在整数向量空间上的可达关系，即 V = Z𝑑。

接下来介绍 Parikh 像的概念。给定一个路径 π，其 Parikh 像是一个函数 Parπ :
A𝑣 → N，定义为动作 a 在路径 π 出现的次数，即 Parπ(a) = |{𝑖 : π(𝑖) = a}|，这里

用 π(𝑖) 表示路径 π 上的第 𝑖 个元素，而 |Parπ |
def
=

∑
a∈A𝑉

Parπ(a) 则表示其 Parikh 像

的大小。

2.3 考虑如下一个二维向量加法系统 𝑉，其动作集合 A 定义如下：

A = {(3,−2), (−3, 3)} (2–6)

则路径 (3,−2)(−3, 3)是格局 (0, 2)到 (0, 3)的一条路径，对于格局 (0, 2)来说，其

可达集为：Reach𝑉 ((0, 2)) = {(3𝑚, 𝑘) |3𝑚 + 𝑘 ≥ 2∧𝑚, 𝑘 ∈ N}。而对于格局 (0, 1)来
说，其可达集为空，即不存在任何一个以格局 (0, 1)为起点的运行。
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2.1.2.1 向量加法系统上的验证问题

本节来定义一些在向量加法系统上的重要验证问题。

2.1 ( (reachability)) 给定一个向量加法系统 𝑉 和两个格局（向

量）u, v，问格局 v 对于格局 u 是否是可达的?

可达性问题是向量加法系统验证问题中最重要的一个问题，很多并发程序

的验证问题都可以规约至此。该问题在很长一段时间有着巨大的鸿沟（下界是

EXPSPACE-难[89], 上界是可判定[69-72]），直到近些年才被证明是 Ackermann-完
备[79-82]。我们将在后面的章节四,五,六,七作详细的介绍。

2.2 ( (coverability)) 给定一个向量加法系统𝑉 和两个格局（向

量）u, v，问是否存在一个格局 v′ ≥ v，使得格局 v 对于格局 u 是可达的?

2.3 ( (boundedness)) 给定一个向量加法系统 𝑉 和一个格局（向

量）u，问格局 u 的可达集是否是有限的?

可覆盖性问题和有界性问题都是向量加法系统验证问题中非常重要的问题，

其在 1978 年被 Rackoff 证明为了是 EXPSPACE-完备的[93]。得益于其相对复杂性

低的结论，以及可以用来刻画活性 (liveness), 安全性 (safety) 等重要的并发程序性

质，其在验证中发挥了巨大的作用。我们将在章节三作详细的介绍。

2.4 ( (inclusion)) 给定两个个向量加法系统 𝑉1, 𝑉2 和两个格

局（向量）u1, u2，问格局 u1 在 𝑉1 的可达集是否是格局 u2 在 𝑉2 的可达集的子集?

对于向量加法系统上可达集性质的研究则有一些否定的结论。类似的问题还

有判断两个可达集是否相等的相等问题，以及判断某个可达集在某个子空间的投

影是否是另一个可达集的子集的子空间包含问题都在 1976 年被证明为是不可判

定的[105]。

2.1.3

这一节将介绍向量加法系统的一个简单变形，带状态的向量加法系统 (Vector
Addition System with states, VASS)。简单的来说，前面介绍的向量加法系统可以视

作只有一个状态，而带状态的向量加法系统可以认为是被某种正则语言在控制其

做的动作顺序，或者说是被一张有向图所控制。令人惊奇的是，在不固定维度的

时候带状态的向量加法系统和不带状态的向量加法系统有着相同的能力。

首先来介绍最基本的带状态的向量加法系统的定义。
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2.2 (d-VASS) 一个 𝑑 维带状态的向量加法系统 𝑉 是一个边上被 𝑑 维整数向

量标记的有向图，记作𝑉 = (𝑄𝑉 , 𝑇𝑉 , 𝐴𝑉 )。其中𝑄是一个有限的状态集合，𝐴𝑉 ⊆ Z𝑑

是动作集合，𝑇𝑉 ⊆ 𝑄𝑉 × 𝐴𝑉 ×𝑄𝑉 是边的集合，也被称作为迁移规则。

如果 𝑑 = 1，我们也将其称为一维计数器网 (one-counter net)。

对于一个 𝑑 维带状态的向量加法系统 𝑉，定义

|𝑉 | def
= |𝑄𝑣 | + 𝑑 · |𝑇𝑣 | · max

𝑡=(𝑝,a,𝑞) ∈𝑇𝑣
log2( | |a| |∞)

表示其大小，并且用 | |𝑇𝑣 | |表示 max𝑡=(𝑝,a,𝑞) ∈𝑇𝑣 | |a| |∞。一个格局 c 是由一个状态和 𝑑

维自然数向量组成的两元对，记作 c = (𝑞, u)，有时也写为 𝑞(u)。特别的，对于格局

c = 𝑞(u)，用 State(c) = 𝑞表示其状态，用 Value(c) = u 表示其上面的值。同样的，如

果 u ∈ V，那称 𝑞(u)是在向量空间 V上的格局。类似于不带状态的向量加法系统

上的可达关系，我们也可以定义𝑉 上的可达关系。给定两个格局 𝑞1(u), 𝑞2(v)，如果

存在 𝑡 = (𝑞1, a, 𝑞2) ∈ 𝑇𝑣 满足 v = u+a，则称 𝑞1(u)
𝑇𝑉−−→ 𝑞2(v)，也记作 𝑞1(u)

a−→ 𝑞2(v)
或者即格局 𝑞2(v)对于 𝑞1(u)在𝑉 上是一步可达的。令

𝑉−→= ( 𝑇𝑉−−→)∗表示𝑉 上的可达

关系，如果 𝑝(u) 𝑉−→ 𝑞(v)，则存在一条路径 𝜋 = 𝑡1 . . . 𝑡𝑛 = (𝑞0, a1, 𝑞1) . . . (𝑞𝑛−1, an, 𝑞𝑛)
和一串自然数向量 v0, . . . v𝑛 满足：

𝑝(u) a1−→ 𝑞1(v1)
a2−→ · · · a𝑛−1−−−→ 𝑞𝑛−1(vn−1)

a𝑛−→ 𝑞(v) (2–7)

其中 𝑝(u) = 𝑞0(v0), 𝑞(v) = 𝑞𝑛(v𝑛) 并且对于 𝑖 ∈ [𝑑] 有 v𝑖 = v𝑖−1 + a𝑖。与

不带状态的向量加法系统相同，称 Δ(π) =
∑𝑛
𝑖=1 a𝑖 是路径 π 上的增量，𝜌 =

(𝑝(u), π, 𝑞(v)) = (𝑝(u), 𝑡1, 𝑞1(v1)) . . . (𝑞𝑛−1(v𝑛 − 1), 𝑡𝑛, 𝑞(v))是一个运行，𝑝𝑎𝑡ℎ(𝜌) =
π 表示运行对应的路径，并且对于一个格局 c 可以定义在 𝑉 上的可达集 Reach𝑉 (c)
以及关于一个运行 𝜌 上的起点 𝑠𝑟𝑐(𝜌) = 𝑝(u) 终点 𝑡𝑔𝑡 (𝜌) = 𝑞(v) 和格局串

𝑝(u)𝑞1v1 . . . 𝑞𝑛−1(v𝑛−1)𝑞(v)。有的时候也称该路径 π 为 a1 . . . a𝑛，同样还可以定义

路径 π 上的 Parikih 像 Parπ : 𝑇𝑉 → N。

与上一节相同，我们也可以类似定义在任何向量空间 V 上的可达关系
𝑉−→V，

这里不再多作阐述。

2.4 考虑一个二维带状态的向量加法系统𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴)，其定义如2–1所示：考

虑格局 𝑞1((0, 0))，𝑞3(0, 2)是其一个可达的格局，一个可达的路径为：

𝑞1((0, 0))
𝑡1−→ 𝑞2((1, 0))

𝑡3−→ 𝑞2((0, 2))
𝑡2−→ 𝑞1((0, 2))

𝑡4−→ 𝑞3((0, 2))

而 𝑞3((0, 1))则是一个不可达的格局。
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Q = {q1, q2, q3}
q1

q3

q2

t1 = (q1, (1, 0), q2)

t2 = (q2, (0, 0), q1)

t3 = (q2, (−1, 2), q2)

t4 = (q1, (0, 0), q3)

T = {t1, t2, t3, t4}

t1 = (q1, (1, 0), q2)
t2 = (q2, (0, 0), q1)
t3 = (q2, (−1, 2), q2)
t4 = (q1, (0, 0), q3)

图 2–1 一个两维带状态的向量加法系统例子

Figure 2–1 An Example of 2-VASS

可以看出带状态的向量加法系统可以看作一张有向图，𝑄 表示图上的节点，𝑇

表示对应的边，𝐴 则表示边上的标记，所以在之后有时也会直接用图上的一些概

念来直接描述 𝑉 上的内容。

接下来再给出由向量加法系统定义出的语言。为了叙述方便，首先将给出一个略

微复杂的定义，需要注意的是该定义只是为了描述其定义出来的语言因此添加了

初始状态接受状态以及边上的标签。

2.3 ( d-VASS) 给定一个有限的字母表 Σ，一个 𝑑

维带状态向量加法系统 𝑉 是一个六元组 𝑉 = (Σ, 𝑄, 𝑇, 𝐴, 𝑞0, 𝐹)，其中 𝑄 是有限

的状态集合，𝐴 ⊆ Z𝑑 是动作集合，𝑞0 是一个初始状态，𝐹 ⊆ 𝑄 是接受状态集合，

𝑇 ⊆ 𝑄 × Σ × 𝐴 ×𝑄 是一个迁移规则集合。

称 𝑞0(0𝑑) 为其初始格局，一个接收格局 𝑞(u) 满足 𝑞 ∈ 𝐹, u ∈ N𝑑。给定一条

路径 π，称 𝜔(π) ∈ Σ∗ 是这条路径的对应串，即这些迁移规则的标签组成的字符

串。一个到达接收格局的路径被称为接收路径。给定一个格局 c，称由其定义的语

言 L(𝑉, c)是所有由 c 出发的接收路径所对应的串的集合，即 L(𝑉, c) = {𝜔(π) |c π−→
𝑞(v) ∧ 𝑞 ∈ 𝐹}。特别的，如果 c 是初始格局 𝑞0(0)，称 L(𝑉, c) 是由向量加法系统

𝑉 定义的语言，并简写为 L(𝑉)。如果对于一个串 𝜔 ∈ Σ∗，从初始格局至多只有一

条路径能够通向接收格局，则称这样的向量加法系统是无歧义的 (unambiguous)。

一般来说，当不需要考虑其定义的语言时，定义2.2已经足够使用，所以在后

文不涉及到关注其语言方面的时候，本文还是采用较为简单的定义2.2。

2.5 依旧考虑图2–1中的向量加法系统，令字母表为 Σ = 𝑎, 𝑏，补充定义初始状

态为 𝑞1，接收状态集合为 𝐹 = {𝑞3}。将 𝑡1, 𝑡4 赋标签 𝑎，将 𝑡2, 𝑡3 赋标签 𝑏。则可
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以看到 𝑎𝑏𝑎 是该向量加法系统接收的一个语言，而 𝑎𝑏𝑏 则不是。进一步来说，该

向量加法系统所接收的语言是没有连续的 𝑎 出现，并且以 𝑎 结尾，连续出现 𝑏 的

个数之和不超过前面出现 𝑎 的次数多 1 的这样的串。

关于其接收的语言，还有如下几点补充说明：

1. 可以看到例子2.5中定义出来的语言不是正则语言。

2. 向量加法系统无法接收形如 {𝑎𝑛𝑏𝑛 |𝑛 ≥ 1}的前缀闭包这样的语言。

3. 由于不带状态的向量加法系统可以视作只有一个状态，因此也可以定义在

其上接收的语言。

2.1.3.1 带状态的向量加法系统上的验证问题

现在来介绍一下带状态的向量加法系统上的验证问题。事实上，对于格局

𝑞(u)，可以定义其上的序关系 (𝑄 ×N𝑑, ≤)，即如果两个格局 c1 = 𝑞1(u), c2 = 𝑞2(v)
满足 𝑞1 = 𝑞2, u ≤ v，则称 c1 ≤ c2。基于此，我们可以几乎一致的定义其上的可达

性问题，可覆盖性问题，有界性问题，可达集包含问题。特别的，还可以定义其

上语言接收的全集性问题 (universality)。

2.5 ( (reachability)) 给定一个向量加法系统 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴) 和两

个格局 c1, c2，问格局 c2 对于格局 c1 是否是可达的?

2.6 ( (coverability)) 给定一个向量加法系统 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴) 和

两个格局 c1, c2，问是否存在一个格局 c′ 满足 c ≤ c′，使得格局 c′ 对于格局 c1 是

可达的?

2.7 ( (boundedness)) 给定一个向量加法系统 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴) 和一

个格局 c，问格局 c 的可达集是否是有限的?

2.8 ( (inclusion)) 给定两个个向量加法系统 𝑉 和两个格局

c1, c2，问格局 c1 的可达集是否是格局 c2 的可达集的子集?

2.9 ( (universality)) 给定向量加法系统 𝑉 = (Σ, 𝑄, 𝑇, 𝐴, 𝑞0, 𝐹)，
问由 𝑉 定义的语言是否是全集，即 L(𝑉)是否等于 Σ∗?

有意思的是，尽管带状态的向量加法系统多了状态来控制迁移规则，但是在

不固定维度的时候这两者的问题复杂度是一样的，关于这一点将在下一小节进行

说明。而关于其语言问题，在 2021 年全集问题[104] 被证明是 Ackermann 完全的，

同时对于无歧义的向量加法系统，该问题是 EXPSPACE 完备的。
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2.1.3.2 和不带状态的向量加法系统的关系

在这一节将介绍带状态的向量加法系统和不带状态的向量加法系统之间的关

系。事实上只需要 3 个额外的维度就可以模拟其状态，即 𝑑 + 3 维的向量加法系

统可以模拟 𝑑 维的向量加法系统，这一证明首先由 hopcroft 在 1976 年给出[40]。其

基本思想是，通过多出来的三维来模拟状态，即前 𝑑 维依旧是正常的向量的迁移，

而后面三维只有可能有有限种情况，用来模拟所处在的状态。具体的构造以及证

明如下：

2.1 (Hoprcroft[40]) 给定一个 𝑑维带状态的向量加法系统𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴)，存在

一个 𝑑 + 3 维的不带状态的向量加法系统 𝑉 ′ = 𝐴𝑉 ′ 和一个函数 𝑓 : 𝑄 ×N𝑑 → N𝑑+3，
使得如果格局 c2 相对于格局 c1 在 𝑉 是可达的当且仅当格局 𝑓 (c2) 相对于格局

𝑓 (c1) 在 𝑉 ′ 是可达的。

令 𝑄 = {𝑞1, . . . , 𝑞𝑚}，𝑇 = {𝑡1, . . . , 𝑡𝑚}，其中 𝑡𝑚 = (𝑞𝑖𝑚 , a𝑚, 𝑞𝑜𝑚)，𝐴 =

{a1, . . . a𝑚}。我们来构造对应的 𝑉 ′ 以及函数 𝑓。定义如下两个有限数列 {𝑎𝑘 |𝑘 ∈
[𝑛]} 和 {𝑏𝑘 |𝑘 ∈ [𝑛]}，其中 𝑎𝑘 = 𝑘, 𝑏𝑘 = (𝑛 + 1)(𝑛 + 1 − 𝑘)。函数 𝑓 定义成

𝑓 (𝑞𝑖 (u)) = (u, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 0)。对于 𝑉 中的一条规则 𝑡 = (𝑞𝑖, a, 𝑞 𝑗)，在对应的 𝐴𝑉 ′ 中

添加如下三条规则：

• t𝑖1 = (0𝑑,−𝑎𝑖, 𝑎𝑛+1−𝑖 − 𝑏𝑖, 𝑏𝑛−𝑖+1)，
• t𝑖2 = (0𝑑, 𝑏𝑖,−𝑎𝑛+1−𝑖, 𝑎𝑖 − 𝑏𝑛−𝑖+1)，
• t𝑖 𝑗 = (a, 𝑎 𝑗 − 𝑏𝑖, 𝑏 𝑗 ,−𝑎𝑖)。

则在 𝑉 中 𝑞𝑖 (u)
𝑡−→ 𝑞 𝑗 (u + a)可以在 𝑉 ′ 中由如下的路径模拟：

(u, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 0)
t1−→ (u, 0, 𝑎𝑛+1−𝑖, 𝑏𝑛+1−𝑖)

t2−→ (u, 𝑏𝑖, 0, 𝑎𝑖)
t3−→ (u + a, 𝑎 𝑗 , 𝑏 𝑗 , 0), (2–8)

即 𝑓 (𝑞𝑖 (u))
𝑉 ′∗−−→ 𝑓 (𝑞 𝑗 (u + a))。接下来只需说明 𝑉 ′ 不会产生新的路径。称 𝑉 ′ 中存

在三类迁移规则，分别代表了上述的第一第二和第三条。一个形如 v = (u, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 0)
的格局在 𝑉 中只能触发迁移规则 t𝑖1 = (0𝑑,−𝑎𝑖, 𝑎𝑛+1−𝑖 − 𝑏𝑖, 𝑏𝑛−𝑖+1)，原因如下：

• 在第二类规则 t2 中，t2 [𝑑 + 3] < 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 < 0，因此 v + t2 ∉ N𝑑+3。

• 在第三类规则 t3 中，t3 [𝑑 + 3] < 0，因此 v 也不能触发第三类规则。

• 对于第一类规则中的其他规则，比如 t 𝑗1 = (0𝑑,−𝑎 𝑗 , 𝑎𝑛+1− 𝑗 − 𝑏 𝑗 , 𝑏𝑛− 𝑗+1)，我

们分成两类情况讨论。如果 𝑖 > 𝑗，则有 (v + t 𝑗1) [𝑑 +2] = 𝑏𝑖 + 𝑎𝑛+1− 𝑗 − 𝑏 𝑗 < 0；

如果 𝑖 < 𝑗，则有 (v + t 𝑗1) [𝑑 + 1] = 𝑎𝑖 − 𝑎 𝑗 < 0，因此 v 不能触发。

同样的原因，我们能证明在格局 v 触发迁移规则 t𝑖1 后得到的格局 v′ =

(u, 0, 𝑎𝑛−𝑖+1, 𝑏𝑛−𝑖+1) 只能触发迁移规则 t𝑖2 = (0𝑑, 𝑏𝑖,−𝑎𝑛+1−𝑖, 𝑎𝑖 − 𝑏𝑛−𝑖+1) 变成格局
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v′′ = (u, 𝑏𝑖, 0, 𝑎𝑖)。并且仅当 u + a ∈ N𝑑 的情况下，格局 v′′ 能触发规则 t𝑖 𝑗 =

(a, 𝑎 𝑗 − 𝑏𝑖, 𝑏 𝑗 ,−𝑎𝑖)，由此完成了该命题的证明。 □

可以说明这是一个紧的构造，这里有一个很好的说法，3 维带状态的向量加

法系统的可达集不一定是一个半线性集 (semi-linear set)，而 5 维不带状态的向量

加法系统的可达集则被证明了是半线性集[40]，但这都说明，在将维度作为参数的

前提下，两者的可达性问题，可覆盖性问题，有界性问题，可达集的包含问题的

难度是一致的，在后文无特别说明，我们不会区分其在不固定维度的时候的模型。

最后再用一个例子说明一下命题2.1。

q1 q2 q3(1, 0)

(−1, 1)

(2, 0)

Q = {q1, q2, q3}
T = {t1, t2, t3}
t1 = (q1, (1, 0), q2)
t2 = (q2, (−1, 1), q1)
t3 = (q2, (2, 0), q3)

A = {t11 , t12 , t12 , t21 , t22 , t21 , t23}
t11 = (0, 0,−1,−9, 4), t21 = (0, 0,−2,−6, 8)
t12 = (0, 0, 12,−3,−3), t22 = (0, 0, 8,−2,−6)
t12 = (1, 0,−10, 8,−1), t21 = (−1, 1,−7, 12,−2), t23 = (2, 0,−5, 4,−2)

图 2–2 VAS与 VASS转化的例子

Figure 2–2 An Example of 2-VASS simulated by 5-VAS

2.6 如图2–2是一个 2 维带状态向量加法系统 𝑉(上半部分) 被 5 维不带向量加

法系统 𝑉 ′ 模拟的例子 (下半部分)。在 𝑉 中一个可达的路径 𝑞2(1, 1)
𝑡2−→ 𝑞1(0, 2) 可

以被 𝑉 ′ 中如下一条路径唯一的模拟:

(1, 1, 2, 8, 0)
𝑡21−−→ (1, 1, 0, 2, 8)

𝑡22−−→ (1, 1, 8, 0, 2)
𝑡21−−→ (0, 1, 1, 12, 0)

2.1.4 Petri

这一小节将简单介绍下 Petri 网，以及向量加法系统是 Petri 网一更为抽象的

数学模型这一事实。Petri 网作为并发程序验证里面最重要的模型之一，于 1962 年

被提出[119]，下面给出其形式化定义：

2.4 (Petri ) 一个 Petri 网是一个五元组 𝑁 = (𝑃,𝑇, 𝐹, 𝑃𝑟𝑒, 𝑃𝑜𝑠𝑡)，其中：
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• 𝑃,𝑇 分别是一个有限的库所 (place) 集合和一个有限的迁移规则 (transition)
集合。

• 𝐹 ⊆ 𝑄 × 𝑃 ∪ 𝑃 ×𝑄 是一个有限的边的集合。

• 𝑃𝑟𝑒, 𝑃𝑜𝑠𝑡 : 𝑇 → N𝑃 是一个将迁移规则映射到库所的多重集的映射函数。

我们将库所里的元素称为令牌 (Token)，Petri 网的一个格局 m 是一个库所的

多重集，库所的数量代表了在该库所里令牌的个数。用 m(𝑝)表示库所 𝑝 中的令牌

数，以此来定义 Petri 网上的一步可达关系
𝑇−→。如果对于两个格局 m1,m2 存在一

条迁移规则 𝑡 ∈ 𝑇 满足 𝑃𝑟𝑒(𝑡) ⊆ m1 和 m2 = m1 − 𝑃𝑟𝑒(𝑡) + 𝑃𝑜𝑠𝑡 (𝑡)，则称 m1
𝑇−→ m2。

而可达关系
𝑁−→则是

𝑇−→上的自反传递闭包。

2.7 如图2–3是一个有 3 个库所和 1 个迁移规则的 Petri 网。边上的赋值表示

𝑃𝑟𝑒, 𝑃𝑜𝑠𝑡 对应的库所在多重集中的个数，例如 𝑃𝑜𝑠𝑡 (𝑡1) = {𝑝3, 𝑝3}。考虑多重集

m1 = {𝑝1, 𝑝1, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝2, 𝑝2, 𝑝3} 是其上的一个格局，它能触发迁移规则 𝑡1 至格局

m2 = {𝑝1, 𝑝3, 𝑝3, 𝑝3}。

p1

p2

p3
t1

2

3

2

t2

1

1

图 2–3 一个 Petri网的例子

Figure 2–3 An Example of Petri net

我们简单叙述下为什么可以用向量加法系统来模拟 Petri 网。事实上，假设

Petri 网有 𝑛个库所，则可以用一个 𝑛维向量加法系统来模拟，第 𝑖 维代表着第 𝑖 个

库所里存有的令牌数，而每次迁移规则则就可以用一个 𝑛 维向量来表示，因此可

以用一个 𝑛 维向量加法系统来模拟 Petri 网的运行，即：

2.2 给定一个有 𝑘 个库所的 Petri 网 𝑁 = (𝑃,𝑇, 𝐹, 𝑃𝑟𝑒, 𝑃𝑜𝑠𝑡)，存在一个 𝑛

维向量加法系统 𝑉 以及一个函数 𝑓 : 𝑃N → N𝑘，对于 𝑁 上的两个格局 m1, m2，

m1
𝑁−→ m2 当且仅当 𝑓 (m1)

𝑉−→ 𝑓 (m2)。
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2.2
本节将介绍一些基本的良拟序理论，其在后面的验证问题证明中起到了重要

的作用。首先回顾一下关系上的基本性质。给定集合 𝑋 上的一个序关系 𝑅 = (𝑋, ≤)，
常见的性质有：

• 自反性 (reflexive)，即对于 𝑥 ∈ 𝑋，有 𝑥𝑅𝑥。

• 对称性 (symmetric)，即对于 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，如果有 𝑥𝑅𝑦，则有 𝑦𝑅𝑥。

• 传递性 (transitive)，即对于 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋，如果有 𝑥𝑅𝑦, 𝑦𝑅𝑧，则有 𝑥𝑅𝑧。

• 反对称性 (antisymmetric)，即对于 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，如果有 𝑥𝑅𝑦, 𝑦𝑅𝑥，则有 𝑥 = 𝑦。

如果一个关系是自反对称传递的，则称这个关系是等价关系 (equivalence rela-
tion)。如果一个序关系是自反传递反对称的，则称这是一个偏序关系 (partial order)；
如果任两个元素 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，都有 𝑥𝑅𝑦 或者 𝑦𝑅𝑥，并且其是自反传递反对称的，则

称这是一个全序关系 (total order)。对于 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，如果存在 𝑥𝑅𝑦 或者 𝑦𝑅𝑥，则称 𝑥

和 𝑦 是可比较的，否则称之为不可比较的。如果一个序关系是自反传递的，则称

这是一个拟序关系 (quasi order)。令 (𝑋, ≤) 是 𝑋 上的一个拟序关系，则 (𝑋, ≥) 定
义为 (𝑋, ≥) = {(𝑥, 𝑦) |𝑦 ≤ 𝑥, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋}，则 (𝑋, ≤) ∩ (𝑋, ≥) 是一个等价关系。特别

在如果对于集合 𝑋 没有异议的情况下，用 ≤和 ≥来简写。

下面来介绍良拟序 (well quasi order) 的概念。

2.5 (well quasi order) 给定一个集合 𝑋 和其上的一个拟序关系 (𝑋, ≤)。如

果对于 𝑋 上任何一个无穷序列 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑛, . . .，都存在一个升序对 (𝑖, 𝑗), 𝑖 <
𝑗 , 𝑖, 𝑗 ∈ N满足 𝑠𝑖 ≤ 𝑠 𝑗，则称 ≤是一个良拟序。

2.8 在自然数 N上的 ≤ 关系是一个良拟序；而在整数 Z上的 ≤ 关系则不是，

它存在一个无穷递降的序列 0,−1,−2,−3, . . .。

良拟序有着很多很多等价的定义，下面还列举了一些不同的良拟序的定义，给

定 𝑋 上的一个序关系 (𝑋, ≤)，如果满足下列条件之一，则 ≤是一个良拟序：

• 对一个无穷序列 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑛, . . . 都存在一个无穷递增子序列 𝑠𝑖1 , 𝑠𝑖2 , . . .，

即对于 𝑘 < 𝑙，有 𝑠𝑖𝑘 < 𝑠𝑖𝑙。

• 𝑋 上不存在无穷多个不能互相比较的元素并且不存在一个无穷递降的序列。

特别的，如果 𝑋 上的序关系只满足不存在一个无穷递降的序列，则称这个序列是

良基序 (well founded)。最后我们再简单介绍一下如何构造一个良拟序。给定两个

序关系 (𝐴, ≤𝐴)和 (𝐵, ≤𝐵)，扩展定义如下两个新的序关系：

• (𝐴 × 𝐵, ≤𝐴×𝐵)，即 (𝑥1, 𝑦1) ≤𝐴×𝐵 (𝑥2, 𝑦2)当且仅当 𝑥1 ≤𝐴 𝑥2, 𝑦1 ≤𝐵 𝑦2。
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• (𝐴∗, ≤𝐴∗)，即 𝐴上的两个串 𝑠 = 𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛 和 𝑠′ = 𝑦1𝑦2 . . . 𝑦𝑚 满足 𝑠 ≤𝐴∗ 𝑠′当
且仅当存在 1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 . . . < 𝑖𝑛 ≤ 𝑚 满足 𝑥𝑘 ≤𝐴 𝑦𝑖𝑘。

Dickson 引理和 Higman 引理告诉了我们如果原本的序关系是一个良拟序，则新产

生的这两种序关系也是良拟序。

2.1 (Dickson [120]) 给定两个良拟序 (𝐴, ≤𝐴)和 (𝐵, ≤𝐵)，则 (𝐴×𝐵, ≤𝐴×𝐵
)是一个良拟序。

2.2 (Higman [121]) 给定一个良拟序 (𝐴, ≤𝐴)，则 (𝐴∗, ≤𝐴∗)是一个良拟

序。

2.3
在向量加法系统的验证问题中，很多问题的复杂性都超过了人们的想象，因

此我们需要介绍一些复杂度更高的复杂性类来描述这些问题。Schmitz 在 [86] 介

绍了一类快速增长层级复杂性类，本文将在此节做一个基本的介绍。为此首先需

要借助一些序数 (ordinal)[122] 的概念。

2.3.1

序数可以视作对自然数的一种拓展，一般用良序集来表示。这里一个良序集

指的是对于一个集合 𝑋 和其上的一个序关系 ≤满足以下三个条件：

• 三分性 (trichotomy)，即对于任何两个元素 𝑥, 𝑦，𝑥 < 𝑦, 𝑥 = 𝑦, 𝑥 > 𝑦 之一必

然成立。

• 传递性，即如果 𝑥 < 𝑦, 𝑦 < 𝑧，就有 𝑥 < 𝑧。

• 良基性，即不存在无穷递降的序列。

2.9 我们来介绍 von Neumann 序数[123]，即一个序数是所有比它更小的序数组

成的良序集。具体来说，定义

0 def
= {}, 1 def

= {0} = {{}}, 2 def
= {0, 1} = {{}, {{}}}, . . . (2–9)

其上的序关系定义为集合的属于 ∈关系，显然该关系满足上述三个性质。

一个后继序数 (successor ordinal)，记作 𝛼 + 1，指的是下一个序数。在例子2.9中则

是指 𝛼∪{𝛼}。如果一个序数不是 0 也不是一个后继序数，则称其为极限序数 (limit
ordinal)，其可被视作一个良序集的上确界，或者说，对于一个极限序数 𝛾，其对
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于任何一个序数 𝛽 < 𝛾，都有 𝛽 + 1 < 𝛾。𝜔 记为最小的极限序数，它可以视作所

有自然数的上确界，下一个极限序数则是 𝜔 · 2。

任何一个序数都能表示成康托尔范式 (Cantor Normal Form,CNF)，即对于序数

𝛼，其可以表示为下列形式：

𝛼 = 𝜔𝛼1 · 𝑐1 + 𝜔𝛼2 · 𝑐2 + · · · + 𝜔𝛼𝑛 · 𝑐𝑛 (2–10)

其中 𝑐𝑖, 𝑖 ∈ [𝑛]是正整数，𝛼 ≥ 𝛼1 > 𝛼2 > · · · > 𝛼𝑛 ≥ 0 是一串序数。特别的，在本

文中只关心能被满足 𝛼 > 𝛼1 这样的康托尔范式表示的序数。令 𝜖0 表示满足𝜔𝑥 = 𝑥

的序数，显然 𝜖0 是上述形式能表示的范数的上确界。

最后介绍基本序列 (fundamental sequence) 的概念。对于一个极限序数 𝜆，其

基本序列 {𝜆(𝑥)𝑥<𝜔}由下面的方式递归定义如下：

(𝜆 + 𝜔𝛽+1)(𝑥) def
= 𝜆 + 𝜔𝛽 (𝑥 + 1) (𝜆 + 𝜔𝜆) (𝑥) def

= 𝜆 + 𝜔𝜆(𝑥) . (2–11)

比如 𝜔(𝑥) = 𝑥 + 1。

2.3.2

在有了序数的概念以后，我们可以定义一系列以序数为下标的快速增长函数。

这里以 Grzegorczyk 层级快速增长函数[124-125] 来定义需用到的一些复杂性类。定

义这样一类以序数为下标的函数 {𝐹𝛼}𝛼<𝜖0：𝐹0, 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, . . . , 𝐹𝜔, . . . : N→ N满

足：

• 𝐹0(𝑥) = 𝑥 + 1。

• 𝐹𝛼+1(𝑥) = 𝐹𝜔 (𝑥)𝛼 (𝑥)。
• 𝐹𝜆(𝑥) = 𝐹𝜆(𝑥) (𝑥)。

简单计算可知，𝐹1(𝑥) = 2𝑥 + 1, 𝐹2(𝑥) = 2𝑥+1(𝑥 + 1) − 1，而 𝐹3 则是一个非初等函

数，它要比塔 (Tower) 函数 Tower(𝑥) = 2
. .
.
2}
𝑥

还要大。对于 𝛼 < 𝜔，𝐹𝛼 是一个原

始递归函数 (primitive recursive)，而当 𝛼 = 𝜔 的时候，𝐹𝛼 是著名的 Ackermann 函

数[126]，即是一个可计算但不是原始递归的函数。

我们可以用这类函数定义一些被有限资源限制的可计算函数[127]。对于 𝛼 ≥ 2
来说，ℱ𝛼 表示确定图灵机 (deterministic Turing machine) 对于输入大小为 𝑛的输入

能在 𝑂 (𝐹𝑐𝛼 (𝑥))计算出来的函数集合，其中 𝑐 ∈ N是一个常数，即：

ℱ𝛼
def
=

⋃
𝑐<𝜔

FDTIME(𝐹𝑐𝛼 (𝑛)). (2–12)
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特别的，定义 ℱ<𝛼 =
⋃
𝛽<𝛼ℱ𝛽。ℱ𝛼 有些很好的性质，比如它在复合运算下是封闭

的，并且每个在里面的函数都可以在被其中的一个函数限制内的时间算出来[127-128]

等。

据此可以定义一类可判定问题的复杂性类 F𝛼[86]，即本节开始所说的快速增

长复杂性类。该复杂性类定义如下：

F𝛼
def
=

⋃
𝑝∈ℱ<𝛼

DTIME(𝐹𝛼 (𝑝(𝑛))) (2–13)

这里 DTIME 表示确定图灵机对于一个判定问题所用的时间。可以发现，如果要

说明一个问题是 F𝛼-难的，我们可以用一个规模为 ℱ<𝛼 的规约去证明。

F𝛼 定义了许多著名的复杂性类，比如 F3
def
= TOWER 是一个在初等函数下封闭

的复杂性类；F𝜔
def
= ACK 是向量加法系统可达性所在的复杂性类，其可以使用原

始递归函数规模的规约；F𝜔𝜔
def
= HACK 是一些向量加法系统扩展模型上验证问题

所处的复杂性类等等。

最后介绍相对快速增长复杂性类。令 ℎ : N → N是一个单调递增的函数，定

义基于 ℎ 的函数类 𝐹ℎ,𝛼：

𝐹ℎ,0(𝑥)
def
= ℎ(𝑥), 𝐹ℎ,𝛼+1(𝑥)

def
= 𝐹𝜔 (𝑥)ℎ,𝛼 (𝑥), 𝐹ℎ,𝜆(𝑥)

def
= 𝐹ℎ,𝜆(𝑥) (𝑥) (2–14)

定义复杂性类：Fℎ,𝛼：

Fℎ,𝛼
def
=

⋃
𝑝∈ℱ<𝛼

DTIME(𝐹ℎ,𝛼 (𝑝(𝑛))) (2–15)

当 ℎ : N → N是初等时间内可构造的严格单调递增函数时，也可以在初等时

间内构造 𝐹ℎ,𝛼，Schmitz 在在 [86] 中证明了该定理：

2.1 (Schmitz[86]) 令 ℎ : N→ N是个严格单调增函数和 𝛼 是个序数，如果 ℎ

是初等时间内可构造的，则 𝐹ℎ,𝛼 也是初等时间内可构造的。

当 ℎ 是严格单调递增的时候，有 F𝛼 ⊆ Fℎ,𝛼，Schmitz 在 [86] 中证明了如下定

理，给出了其关系更精确地表述：

2.2 (Schmitz[86]) 令 ℎ : N→ N是个严格单调增函数，𝛼, 𝛽 是两个序数，则

有：

• ℎ ∈ ℱ𝛽 蕴含 Fℎ,𝛼 ⊆ F𝛽+1+𝛼。
• ℎ ≤ F𝛽 蕴含 Fℎ,𝛼 ⊆ F𝛽+𝛼。
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2.3.3

本节将介绍证明算法上界的一类方法：基于序数的长度函数控制定理[129]。首

先来回顾一下良拟序的概念，不难得到，对于任何一个良拟序，其不存在无限长的

降序序列，并且称降序序列为坏序列 (bad sequence)。考虑一个简单的例子 (N, ≤)，
如下的序列显然是一个坏序列：

𝑛, 𝑛 − 1, 𝑛 − 2, . . . , 1, 0 (2–16)

不难得出，在 (N, ≤)中以 𝑛 为开头的坏序列的长度至多为 𝑛 + 1。但是当选择的良

拟序越来越复杂时，坏序列的长度便会变得越来越难以估计，比如考虑 (N2, ≤𝑙𝑒𝑥)
中的一个序列：

(1, 0), (0, 𝑛), (0, 𝑛 − 1), . . . , (0, 1), (0, 0) (2–17)

以 (1, 0) 为开头的坏序列长度则可以有 𝑛 + 2，因此需要一种方式来计算坏序列的

长度。首先我们需要对序列作一定的限制，因为如果不加任何限制的话，比如在

序列2–17中 (1, 0)能接上任意的 (0, 𝑚)，也就有着任意长的坏序列长度。为此需要

介绍控制函数 (control function) 和对应的长度函数 (length function)。
给定一个良拟序 (𝑋, ≤)，定义在 𝑋 上的范数 |.|𝑋𝑋 → N满足：对任意的 𝑛 ∈ N

满足范数 ≤ 𝑛 的 𝑋 的元素是有限的。令 𝑔 : N → N是一个函数是单调且可膨胀

的 (montone and expansive)，即对任意的 𝑥 ≤ 𝑥 ′ ∈ N有 𝑔(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥 ′), 𝑥 ≤ 𝑔(𝑥)，则

对于 𝑋 上的任何一个序列 𝑥0, 𝑥1, . . .，如果其满足 |𝑥𝑖 |𝑋 ≤ 𝑔𝑖 (𝑛0)，则称该序列是

(𝑔, 𝑛0)-控制的，并且令 𝐿𝑔,𝑋 (𝑛)表示所有 (𝑔, 𝑛)-控制的序列中，坏序列的最大长度。

注意到可以用序数来标记任何一个良序的集合 (用 0 表示最小元素，1 往后，

依次类推)，我们称未用到的最小序数 𝛼 为该集合的序数类型，接下来令 𝑋 的序

数类型为 𝛼，下面给出关于某些控制函数 𝑔 的 𝐿𝑔,𝑋 (𝑛)的界。首先介绍两个同样用

到序数定义的层级函数：Hardy 层级 {ℎ𝛼}𝛼<𝜖0 和 Cichoń 层级 {ℎ𝛼}𝛼<𝜖0 [130]，其定义

如下：

• ℎ0(𝑥) = 𝑥, ℎ𝛼+1 = ℎ(ℎ𝛼 (𝑥)), ℎ𝜆(𝑥) = ℎ𝜆(𝑥) (𝑥)。
• ℎ0(𝑥) = 0, ℎ𝛼+1 = 1 + ℎ(ℎ𝛼 (𝑥)), ℎ𝜆(𝑥) = ℎ𝜆(𝑥) (𝑥)。

这里同样可以用 Cichoń 层级和 Hardy 层级来定义上述的复杂性类，令 ℎ(𝑥) =

𝐻 (𝑥) = 𝑥 + 1，则有:𝐻𝐻𝜔𝛼 (𝑥) (𝑥) + 𝑥 = 𝐻𝜔𝛼 (𝑥) = 𝐹𝛼 (𝑥)，因此可以同样定义复杂

性类 F𝛼:

F𝛼
def
=

⋃
𝑝∈ℱ<𝛼

DTIME(𝐻𝜔𝛼 (𝑝(𝑛))) (2–18)
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如果 ℎ 是单调可膨胀的，则有 ℎ𝛼, ℎ
𝛼 都是单调可膨胀的[130-132]。但是序数之

间的大小却不能表示函数之间的大小。比如有 𝐻𝜔 (𝑥) = 𝑥 + 1 ≤ 𝐻𝑥+2(𝑥) = 𝑥 + 2，

但是 𝜔 > 𝑥 + 2。为了保持序数间的单调性，对于任意 𝑥 定义序关系 ≺𝑥 [131] 为

𝛼 ≺𝑥 𝛼 + 1, 𝜆(𝑥) ≺𝑥 𝜆 的传递闭包，为了方便有时将 𝛼 ≺𝑥 𝛽 记作 𝛼 ∈ 𝛽[𝑥]，则有：

• ≺0⊆≺1⊆ · · · ⊆≺𝑥⊆ · · · ⊆≤。

• 𝛼 ≺𝑥 𝛽 蕴含了 ℎ𝛼 (𝑥) ≤ ℎ𝛽 (𝑥)。
然后来介绍 𝐿𝑔,𝑋 (𝑛)的界。对于一个序数 𝛼 = 𝜔𝛼1 · 𝑐1 +𝜔𝛼2 · 𝑐2 + · · · +𝜔𝛼𝑛 · 𝑐𝑛，

定义其范数 𝑁𝛼 为：

𝑁𝛼
def
= max{𝑐1, . . . 𝑐𝑛, 𝑁𝛼1, . . . 𝑁𝛼𝑛} (2–19)

则下述定理说明 (𝑔, 𝑛)-控制的坏序列的最大长度大约是 𝑔𝛼 (𝑛)。

2.3 (Schmitz[129]) 令 𝛼 < 𝜖0 并且满足 𝑁𝛼 ≤ 𝑛，则在良拟序关系 (𝛼, ≤) 上

的最长坏序列的长度为 𝐿𝑔,𝛼 (𝑛) = 𝑔𝛼 (𝑛)。

2.4
本节将介绍一些线性方程组[133] 上非零整数解上的性质。首先补充说明一些

基本的标记。令 x1, x2 . . . x𝑛 为向量空间 V上的一组向量，如果存在一组非零整数

𝑚1, 𝑚2, . . . , 𝑚𝑛 ∈ Z满足：

𝑚1x1 + 𝑚2x2 + . . . 𝑚𝑛x𝑛 = 0 (2–20)

则称这组向量是线性相关的，否则称其是线性无关的。一个向量组的秩 (rank) 定

义为其中极大线性无关向量的个数。令 A = {𝑎𝑖 𝑗}𝑚×𝑘 是一个 𝑚 × 𝑘 的矩阵，其列

向量组定义为 {a𝑖 = (𝑎1𝑖, 𝑎2𝑖, . . . 𝑎𝑚𝑖)}𝑘 矩阵上的秩定义为其列向量组的的秩。下

面来定义矩阵 𝐴 的范数，用向量的 𝑝-范数2–2来定义矩阵的 𝑝-范数 | |A| |𝑝，即：

| |𝐴| |𝑝 = sup
x≠0

| |Ax| |𝑝
x𝑝

(2–21)

2.10 计算可得，给定一个 𝑚× 𝑘 的矩阵 A，其 1-范数为:| |A| |1 = max𝑖
∑𝑚
𝑗=1 |𝑎 𝑗𝑖 |，

其∞-范数则为：| |A| |∞ = max𝑖, 𝑗 |𝑎𝑖 𝑗 |。

接下来介绍线性方程组的概念。一个非齐次线性方程组是形如 Φ : Ax ≤ b 这

样的不等式组，其中 A 是一个 𝑚 × 𝑘 的整系数矩阵，b 是一个在 N上的 𝑚 维向量，
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其目标是求出一个 N𝑘 上的向量 x 满足这些不等式，注意到如果只要求 x 是 Z𝑑 里

的向量，那么这个问题可以在被多项式时间内解决 (高斯消元法 [133])，然而求其

非负整数解却是一个 NP 完全问题。

这个问题的研究会被转化成研究齐次线性方程组的解。一个齐次线性方程组

是形如 Φ0 : Ax = 0 这样的方程组，它的解是一个 𝑘 维向量，考察其解集中所有

极小的解，其个数是有限的，将所有这样的解组成的集合称为 Φ0 的希尔伯特基

(Hilbert basis)[134]，记作H(Φ0)，Φ0 的每一个解都能表示成H(Φ0)中的解的线性

组合。Pottier 在 [135] 中证明了 H(Φ0) 中任何一个解的大小都是被方程组大小的

指数限制住的，即：

2.4 (Pottier[135]) 令齐次线性方程组 Φ0 : Ax = 0，其中 A 是一个 𝑚 × 𝑘 的

矩阵，令其秩为 𝑟，则对于任意的 m ∈ H (Φ0)，有：

| |m| | ≤ (1 + 𝑘 · | |A| |∞)𝑟 (2–22)

而关于非齐次线性方程组 Φ : Ax = r 的解的情况，考虑齐次线性方程组 Φ′0 :
[A; −r]x = 0，这里 [A; −r]是一个 𝑚 × (𝑘 + 1)维矩阵，即在 A 的最后一列再加上

r。显然 Φ′0 中那些最后一维为 1 的解 x 的前 𝑘 维是方程组 Φ 的解。记 H(Φ′0) 中
所有最后一维为 1 的解的前 𝑘 维向量组成的集合为 S，Φ 的任何一个解都可以由

S中的一个解和 Φ0 中的解组合而成，因此有：

2.1 令齐次线性方程组 Φ : Ax = r，其中 A 是一个 𝑚 × 𝑘 的矩阵，令其秩为

𝑟，则对于任意的 m ∈ H (Φ0) ∪ S，有：

| |m| ≤ (1 + 𝑘 · | |A| |∞ + 𝑘 · | |r| |∞)𝑟+1 (2–23)

同样对于不等式组 Φ1 : Ax ≤ r 来说也有如下结论：

2.2 令齐次线性方程组 Φ1 : Ax ≤ r，其中 A 是一个 𝑚 × 𝑘 的矩阵，令其秩

为 𝑟，如果 Φ1 存在非平凡的非负整数解，则存在一个解 m ∈ N𝑘 满足：

| |m| ≤ (1 + 𝑘 · | |A| |∞ + 𝑘 · | |r| |∞)𝑟+1 (2–24)

— 26 —



申请上海交通大学博士学位论文

在这一章中将介绍向量加法系统中两个 EXPSPACE 完备的问题，即可覆盖

性问题和有界性问题。这两类验证问题相比于可达性问题而言，很早就有了完

备的结果[93-94]，但是依旧有着非常广泛的应用，在模型检测[136-139] 和异步程序验

证[27, 94, 140] 方面都有着重要的作用。其中用到的技术 Karp-Miller 树对于其他模

型上比如分支向量加法系统[52] 和良结构转移系统 (well structured transistion sys-
tem,WSTS)[91-92] 上的验证问题也发挥了重大的效果。有界性问题也有着很多的变

种，可逆有界性 (reversal boundedness)[98-99] 是一个允许某些维度在非升或者非降

的变化之间切换，其有助于线性时间逻辑 (linear temporal logic) 检测上的一些方

法[100]；状态有界性 (place boundedness)[20] 则研究状态的有界性。这些问题可以定

义成一类选择无界性 (selective unboundedness)，在 [101] 有详细的介绍。

首先回顾一下两个问题的定义。

3.1 ( (coverability)) 给定一个向量加法系统𝑉 和两个格局（向

量）u, v，问是否存在一个格局 v′ ≥ v，使得格局 v 对于格局 u 是可达的?

3.2 ( (boundedness)) 给定一个向量加法系统 𝑉 和一个格局（向

量）u，问格局 u 的可达集是否是有限的?

更直观的来说，可覆盖性问题问的是初始格局能不能到达一个比目标格局更

大的格局；而有界性问题则问的是一个格局的可达集是不是有限的，也称某个向

量加法系统对于某个格局是有界的。在本章中，首先将介绍 Karp-Miller 树这一

概念，其能够帮助获得可覆盖性问题和有界性问题的可判定性结果，然后将介绍

这两种问题的指数空间算法，具体来说将在第二节介绍可覆盖性问题的算法，而

第三节将介绍有界性问题的算法，这两个问题的指数空间算法是由 Rackoff 提出

的[93]。而关于这两个问题 EXPSAPACE 下界的证明，鉴于其是 Lipton 证明可达性

问题是 EXPSPACE 难[89] 的这一结论的直接推论，将在章节六作详细的介绍。在

不做特别说明的情况下，本章固定一个 𝑑 维向量加法系统 𝑉 = A𝑣，大小为 𝑛，对

于可覆盖性问题还固定两个格局 u, v，其中 u 初始格局，v 是目标格局，而对于

有界性问题则固定一个初始格局 u。
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3.1 Karp-Miller
本节将介绍 Karp-Miller 树[20]。直观上来说，Karp-Miller 树是一颗模拟着向

量加法系统从某个格局开始所有运行的树，正常来说这样的树是会无限大的，但

是 Karp-Miller 树最后却能被证明是有限的。其中的关键点是如果一个格局 w 经

过了某个路径到达了格局 w′ 满足 Δ𝑤 = w′ − w ≥ 0𝑑，那么对于所有 Δ𝑤 里大于 0
的维度来说，格局可以一直重复走这条路径使其变大，在 Karp-Miller 树中就用 𝜔

来表示这种维度，从而可以在这条路径上忽略这些维度产生的变化。换句话说在

Karp-Miller 树中使用 N𝑑𝜔 里的向量来描述 𝑉 上一个格局的可达格局，并且证明这

样的树不会是无限大的，即对于任何一条路径它都有一个终点。

接下来首先给出 Karp-Miller 树的形式化定义。首先需要的是一些关于树结构

的定义作准备。

3.1 ( ) 一个树 (Tree) 是一类特殊的有向图 𝑇 = (𝑁, 𝐸, 𝑣0)，其中 𝑁 是顶点

集合，𝐸 ⊆ 𝑁 × 𝑁 是有向边的集合，满足如下三点：

• 𝑣0 被称作根节点 (root)，其入度为 0，即没有任何一条边指向它。

• 对于 𝑁 中的其他不是根节点的点，其入度为 1，即有且只有一条边指向它。

• 任何一个点 𝑣 ∈ 𝑁 对于 𝑣0 都是可达的，并且存在一条唯一的 𝑣0 到 𝑣 的路

径。

我们再补充一些上面的术语。如果对于树 𝑇 上的两个点 𝑣 和 𝑣 ′，如果存在一

条由 𝑣 到 𝑣 ′ 的路径，则称 𝑣 是 𝑣 ′ 的祖先 (ancestor)，记作 𝑣 ≺ 𝑣 ′，特别的如果 𝑣 和

𝑣 ′ 存在一条边，则称 𝑣 ′ 是 𝑣 的后继 (successor)，一个没有边出去的点我们则称为

叶子节点 (leaf)。如果树上的节点是有限的，那么称这棵树是有限的 (finite)。
接下来定义 Karp-Miller 树的概念。

3.2 (Karp-Miller [20]) 给定一个向量加法系统 𝑉 = A𝑉 和一个格局 u，一

个对应的 Karp-Miller 树是一个二元组 𝐾 = (𝑇𝑉 ,u, 𝐿)，其中 𝑇𝑉 ,u = (𝑁, 𝐸, 𝑟) 是一棵

树，𝐿 : 𝑁 → N𝑑𝜔 则是一个将每个节点标识一个 N𝜔 上的 𝑑 维向量的标识函数，𝐾

具体可以有如下的递归构造获得：

• 𝐿 (𝑟) def
= u。

• 令 𝑢 是树上的一个顶点，如果存在一个其祖先 𝑣 满足 𝐿 (𝑢) = 𝐿 (𝑣)，则令

𝑢 为叶子节点，否则根据 A𝑉 来构造其后继节点，对于每个 a ∈ A𝑉，如果

𝐿 (𝑢) + a ≥ 0，则构造一个 𝑢 的后继节点 𝑢a，并按如下的方式定义 𝐿 (𝑢a)：
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– 如果存在 𝑢a 的一个祖先 𝑣 满足 𝐿 (𝑢) + a ≥ 𝐿 (𝑣)，则定义 𝐿 (𝑢a)：

𝐿 (𝑢a) [𝑖]
def
=


𝜔, if (𝐿 (𝑢) + a) [𝑖] > 𝐿 (𝑣) [𝑖]

(𝐿 (𝑢) + a) [𝑖], if (𝐿 (𝑢) + a) [𝑖] = 𝐿 (𝑣) [𝑖] .

– 如果不存在这样的祖先，则 𝐿 (𝑢a)
def
= 𝐿 (𝑢) + a。

3.1 考虑一个 Karp-Miller 树的具体例子来理解这个定义。如图3–1是一个 3 维

向量加法系统 𝑉 = A𝑉 上由格局 (0, 2, 0) 生成的 Karp-Miller 树，每个点上的标注

则是 𝐿 对其的函数值。事实上，由 (0, 2, 0)出发的任何一条运行都会体现在 Karp-
Miller 树上的一条路径里，并且可以看到其可达的路径前两维只有 (1, 1)(2, 0)(0, 2)
这三种情况。

有一点需要注意的是，在𝑉 中 (0, 2, 0)可达的格局里，𝜔所在第三维是可以到

达一切自然数的，但是在正常的情况下 𝜔 只能代表格局在这一维可以无限大，但

不代表任意大的值都是可达的。

AV = {(1,−1, 0), (−1, 1, 0), (0, 0, 1)}
u = (0, 2, 0)

(0, 2, 0)

(0, 2, ω)

(0, 2, ω)

(1, 1, ω)

(1, 1, ω) (0, 2, ω)

(2, 0, ω)

(1, 1, ω) (2, 0, ω)

(1, 1, 0)

(0, 2, 0)

(1, 1, ω)

(1, 1, ω)

(0, 2, ω)

(0, 2, ω) (1, 1, ω)

(2, 0, 0)

(1, 1, 0)

(2, 0, ω)

(2, 0, ω)

(1, 1, ω)

(1, 1, ω) (2, 0, ω)(0, 2, ω)

图 3–1 一个三维向量加法系统上由 (0, 2, 0) 出发的 Karp-Miller树的例子

Figure 3–1 An Example of Karp-MIller tree related a VAS with configuration(0, 2, 0)

接下来证明对于任何一个向量加法系统和任何一个格局，其产生的 Karp-
Miller 树都是有限的。为此首先需要用一个有关树的引理。

3.1 (K¥onig infinity lemma[141]) 给定一颗树𝑇，如果对于其中任何一个顶点

𝑣 都只有有限个后继节点，并且从根节点出发任何一条路径都是有限长的，则这

棵树 𝑇 是有限的。

引理3.1给出了判断一棵树是否有限的方法，我们以此可以获得 Karp-Miller 树的

有限性。
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3.1 (Karp and Miller[20]) 任给定一个 𝑑 维向量加法系统 𝑉 = A𝑉 和一个格

局 u，其产生的 Karp-Miller 树 𝐾 = (𝑇, 𝐿)都是有限的。

因为 A𝑉 是有限的，所以根据构造 𝐾 上的每一个节点 𝑣 的后继节点都是有

限的。因此只需要说明 𝐾 上不存在一条无限长的路径。

假设 𝐾 上存在一条无限长的路径 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛, . . .，显然 (N𝑑𝜔, ≤)是一个良拟序，

因此其存在一条无限长的子路径 𝑣𝑖1 , . . . , 𝑣𝑖𝑛 ,... 满足：

𝐿 (𝑣𝑖1) ≤ 𝐿 (𝑣𝑖2) ≤ · · · ≤ 𝐿 (𝑣𝑖𝑛) ≤ · · · (3–1)

由构造，对任意的 𝑗 ∈ N，我们有 𝐿 (𝑣𝑖 𝑗 ) ≠ 𝐿 (𝑣𝑖 𝑗+1)，否则路径停止。另一方面，如

果存在一条路径上的两个点 𝑢, 𝑣 满足 𝐿 (𝑢) < 𝐿 (𝑣)，则依据构造 𝐿 (𝑣) 中为 𝜔 的维

数的数量至少比 𝐿 (𝑣) 多 1，而 𝐿 (𝑢) 至多只有 𝑑 个维度能为 𝜔，因此在 𝐾 不存在

一条无限长的路径，即 𝐾 是有限的。 □

接下来将说明构造出的 Karp-Miller 树能够展现出的关于可达集的一些性质，

以此来说明可覆盖性问题和有界性问题都是可判定的。具体来说，对于 𝑉 上的任

意一条路径及其经过的格局，我们都可以找到一条 Karp-Miller 树上的路径来覆盖

住它，并且反过来对于 Karp-Miller 树上的一条路径，我们也可以构造出符合其标

识的在 𝑉 上的一条可达路径。因此对于可覆盖性问题来说，只需要在 Karp-Miller
树上找到一个节点的标识能够覆盖住目标节点，而对于有界性问题来说，只需要

证明 Karp-Miller 树上所有节点的标识都是一个 𝑑 维自然数向量即可。形式化的来

说，该性质可被表示如下：

3.2 (Karp and Miller[20]) 给定一个格局 u ∈ N𝑑，对于向量加法系统𝑉 = A𝑉

和由其和格局 u 产生的 Karp-Miller 树 𝑇 = (𝐾, 𝐿)中，以下的两个叙述是等价的：

1. 存在 y ∈ Reach𝑉 (u)满足 x ≤ y。

2. 存在 𝑇 中的一个节点 𝑣 满足 x ≤ 𝐿 (𝑣)。

在证明之前我们引入一个函数 𝐿𝐸 : 𝐸∗ → A∗𝑉，这是一个树上路径的标识

函数，即对于一条边 𝑒 = (𝑣1, 𝑣2) 来说，如果 𝑒 是由规则 𝑎 ∈ A𝑉 生成的，则令

𝐿𝐸 (𝑒) = a。特别的对于边的串 𝑒1𝑒2 . . . 𝑒𝑛，有 𝐿 (𝑒1𝑒2 . . . 𝑒𝑛) = 𝐿 (𝑒1)𝐿 (𝑒2) . . . 𝐿 (𝑒𝑛)。
接下来先证明 (1) ⇒ (2)。考虑 u 到 y 的最短路径 π = a1 . . . a𝑚，显然其不会

经过两个相同的格局，然后我们从树 𝐾 上的根节点 𝑟 出发也寻找标识为 π 的路径，

这会有两种情况：

• 存在一条树上的路径 𝑟𝑣1𝑣2 . . . 𝑣𝑚 满足 𝐿 ((𝑟, 𝑣1) (𝑣1, 𝑣2) . . . (𝑣𝑛−1, 𝑣𝑚)) = π。那

由构造有 𝐿 (𝑣𝑖) ≥ u + Δ(π[1, 𝑖])，因此有 𝐿 (𝑣𝑛) ≥ y ≥ x。
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• 只存在一条树上的路径 𝑟𝑣1𝑣2 . . . 𝑣𝑖 满足 𝐿 ((𝑟, 𝑣1) (𝑣1, 𝑣2) . . . (𝑣𝑖−1, 𝑣𝑖)) =

π[1, 𝑖]。显然 𝑣𝑖 是一个叶子结点，如果 𝐿 (𝑣𝑖) ≥ y 则 (2) 已满足，否则由

构造存在点 𝑣 𝑗 , 𝑗 ∈ [𝑖] 满足 𝐿 (𝑣 𝑗) = 𝐿 (𝑣𝑖) ≥ u + Δ(π[1, 𝑖])。继续以 𝑣 𝑗 作为

起点，π[𝑖 + 1, 𝑚]作为标识路径，寻找树 𝐾 上的路径，重复上述过程直到标

识路径全部走完，最终获得节点 𝑣，显然有

𝐿 (𝑣) ≥ u + Δ(π) = y ≥ x

最后来证明 (2) ⇒ (1)。这里一个简单的思路是要根据树 𝐾 上的路径构造一

条 𝑉 中的路径，其中关键点是保持那些不是 𝜔 的维度不变，而对于树上已经变成

𝜔 的部分，可以构造一个路径让其不停的上涨到足够大的地方。

严格来说假设节点 𝑣𝑚 满足 𝐿 (𝑣𝑚) ≥ x，令根节点到其的路径为 𝑟𝑣1𝑣2 . . . 𝑣𝑚，

对应边的标识路径则为 π = a1 . . . a𝑚。为了说明存在一个可达的格局 y ≥ x，我们

准备用 𝐾 上的路径去构建一条 𝑉 中可达的路径，如果对于任意的 𝑖 ∈ [𝑚]，𝐿 (𝑣𝑖)
中不存在某项为 𝜔 的维度，则 (u, π, 𝐿 (𝑣𝑚)) 便是一个运行，𝐿 (𝑣𝑚) 对于 u 是可达

的，(1)正确。否则令 𝐼 ( 𝑗) ⊆ [𝑑]表示 𝐿 (𝑣 𝑗)中大小为 𝜔 的维度集合，特别的 𝐼 (0)
用来表示根节点 𝑟 上的标识上大小为 𝜔 的维度集合。显然有：

𝐼 (0) = ∅ ⊆ 𝐼 (1) ⊆ · · · ⊆ 𝐼 (𝑚)

考虑使其严格增大的下标 𝑖𝑘，即满足 𝐼 (𝑖𝑘 − 1) ⫋ 𝐼 (𝑖𝑘)，这样的下标数最多只有

𝑘 ≤ 𝑑 个。由定义，对于 𝑣𝑖𝑘 存在一个之前路径的点 𝑣 𝑗𝑘 满足：𝐿 (𝑣𝑖𝑘 ) ≥ 𝐿 (𝑣 𝑗𝑘 )，且

对于 ℎ ∈ 𝐼 (𝑖𝑘) \ 𝐼 (𝑖𝑘 − 1) 有 𝐿 (𝑣𝑖𝑘 ) [ℎ] > 𝐿 (𝑣 𝑗𝑘 )，令 𝑣 𝑗𝑘 到 𝑣𝑖𝑘 的路径的标识路径

π[ 𝑗𝑘 + 1, 𝑖𝑘] 为 𝑝𝑘，𝑝𝑘 满足以下两点：

• 对于 ℎ ∈ 𝐼 (𝑖𝑘) \ 𝐼 (𝑖𝑘 − 1)，有 Δ(𝑝𝑘) [ℎ] > 0。

• 对于 ℎ ∉ 𝐼 (𝑖𝑘)，有 Δ(𝑝𝑘) [ℎ] = 0。

记 𝑖0 = 0, 𝑖𝑘+1 = 𝑚，将路径 a𝑖𝑘+1a𝑖𝑘+2 . . . aik+1 记为 𝑠𝑘。下面证明路径 π′ =

𝑠0𝑝
𝑛1
1 𝑠1𝑝

𝑛2
2 . . . 𝑝𝑛𝑘𝑘 𝑠𝑘 是一条格局 u 能触发的路径，且 u + Δ(π′) ≥ x。这里 𝑛𝑖 ∈ N满

足：

𝑛𝑖 ≥ ||𝑥 | |∞ + 𝑛 · (𝑚 +
𝑘∑

𝑗=𝑖+1
𝑛 𝑗 · 𝑚𝑛) (3–2)

其中 𝑛 是定义的向量加法系统 𝑉 的大小。那么对于 ℎ ∈ 𝐼 (𝑖𝑙) \ 𝐼 (𝑖𝑙 − 1)，有：

(u + Δ(𝑠0𝑝
𝑛1
1 𝑠1𝑝

𝑛2
2 . . . 𝑝𝑛𝑙𝑙 ) [ℎ] ≥ x[ℎ] + 𝑛 · (𝑚 +

𝑘∑
𝑗=𝑙+1

𝑛 𝑗 · 𝑚𝑛) (3–3)
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而对于在这之前的路径上的格局：

(u + Δ(𝑠0𝑝
𝑛1
1 𝑠1𝑝

𝑛2
2 . . . 𝑠𝑙−1) [ℎ] = (u + Δ(𝑠0𝑠1 . . . 𝑠𝑙−1) [ℎ] ≥ 0 (3–4)

对于之后路径的格局：

(u + Δ(π′)) [ℎ] ≥ x[ℎ] + 𝑛 · (𝑚 +
𝑘∑

𝑗=𝑖+1
𝑛 𝑗 · 𝑚𝑛) − 𝑛 · |𝑠𝑙𝑝𝑛𝑙+1𝑙+1 . . . 𝑝

𝑛𝑘
𝑘 𝑠𝑘 | ≥ x[ℎ] (3–5)

因此路径 π′ 是 u 可触发的一条路径，u + Δ(π′) ∈ Reach𝑉 (u)并且 u + Δ(π′) ≥ x。□

有了定理3.2很自然的能获得可覆盖性问题和有界性问题的可判定性结果，具

体如下：

3.3 向量加法系统上的可覆盖性问题是可判定的。

只要计算出初始格局 u 所对应的 Karp-Miller 树后，验证是否存在某个节点

的标识比目标格局 v 大，如果存在这样的节点回答正确，否则拒绝。由定理3.1和

定理3.2，该算法是正确的并且可终止的。 □

3.4 向量加法系统的有界性问题是可判定的。

只要计算出初始格局 u 所对应的 Karp-Miller 树后，验证是否存在某个节点

的标识 𝐿 (𝑣) ∈ N𝑑𝜔 \N𝑑，如果不存在这样的节点回答正确，否则拒绝。由定理3.1和

定理3.2，该算法是正确的并且可终止的。 □

3.2
通过上一节的 Karp-Miller 树可以获得可覆盖性问题的可判定结论，但是因为

其树的大小虽然能被证明是有限的，但是我们无法给出其大小的界，所以它不能

获得复杂性上的结果。而在本节将介绍 Rackoff 给出的可覆盖性问题上的指数空

间算法[93]。在向量加法系统𝑉 上有一个非常简单的性质-单调性 (monotonicity)：对

于两个格局 u1 ≤ u2，如果格局 u1 能触发路径 π，那么格局 u2 也能触发路径 π，即：

u1 + Δ(π) ∈ Reach𝑉 (u1) ⇒ u2 + Δ(π) ∈ Reach𝑉 (u2) (3–6)

这给了一个非常好的直观：为什么可覆盖性问题会比可达性问题要简单。事

实上可达性问题的一个显著难的地方是说就算我们知道比如一个相对较小格局 u
能够到达 v，我们也无法通过此来获知 u 大的格局 u′ 是否能够达 v，而只能够获
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悉 u′ 能够通过相同的路径到达一个比格局 v 更大的格局 v′。而这对于可覆盖性问

题是有帮助的，因为可覆盖性问题只关心格局 u 是否能到达一个比 v 更大的格局

v′，因此如果存在一个比格局 u 小的 u′ 能够到达格局 v，那由单调性就能知道 u
能够到达一个比格局 v 更大的格局 v′。

另一方面基于此，如果不考虑整颗 Karp-Miller 树，而是专注于具体的路径

去寻找一些性质，比如如果能找到一个增量严格大于 0 的路径的话就能得到可覆

盖性的正面结论，而较小的格局向量 (也就是每一维都受限) 的个数是有限的，所

以可以想象如果回答是正确的话，我们可以在一个不太长的路径中找到一个证据

(witness)，然后只要枚举所有这样子的路径，就可以获得可覆盖性问题的判定算

法。接下来依据这个思路来说明如果是可覆盖的，则一定可以找到一个不太长的

路径说明其是可覆盖的。

为了更好的研究可覆盖性问题，首先放宽对自然数向量的限制，考虑整数向

量上的可达关系。

3.3 给定一个整数向量 w ∈ Z𝑑，如果对于 𝑖 ∈ [𝑑]，w 满足对于 𝑗 ∈ [𝑖] 有

[j] ≥ 0，则称 w 是 𝑖-有界的，如果 w 还满足 w[ 𝑗] < 𝑟，则称 w 是 (𝑖, 𝑟)-有界的。对

于 Z𝑑 上的一个串 𝑝 = w1, . . .w𝑛，如果每个 w𝑖 都是 𝑖-有界的 ((𝑖, 𝑟)-有界的)，则称

整个序列 𝑝 是 𝑖-有界的 ((𝑖, 𝑟)-有界的)。

遵循上面的思路，假设问题的回答是正确的，即从 u 出发有一条路径能够覆

盖 v，我们希望说明可以找到一条不太长的路径可以验证这一点。为此首先考虑

要求降低一些的情况；即将空间从自然数向量放宽到整数向量，并且首先只要求

第一维能够被覆盖住；这种路径在可覆盖性问题回答正确的情况下肯定是存在的，

而找到这种答案以后，在这样的路径基础上一步步在扩大能被覆盖的维度，最终

获取能回答可覆盖性问题的证据。

形式化的来说，给定一个 Z𝑑 上的串 𝑝 = w1 . . .w𝑛，如果对于 𝑖 ∈ [𝑑] 每个

w 𝑗 , 𝑗 ∈ [𝑛] 都满足 w 𝑗 [𝑘] ≥ v[𝑘], 𝑘 ∈ [𝑖]，则称 𝑝 是一个 𝑖-覆盖的序列，特别的如

果 𝑝 是某个在 Z𝑑 上的运行 𝜌 的格局串，称 𝑝 是一个由 𝑠𝑟𝑐(𝜌) 出发的 𝑖-覆盖的格

局串，对应的路径则记为 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑝) = 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝜌)。可覆盖性问题其实便是寻找一个由

u 出发 𝑑-有界 𝑑-覆盖的格局串。对于 x ∈ Z𝑑，定义函数 𝑚(𝑖, x)：

𝑚(𝑖, x) def
=


min𝑝是一个 x 出发的 𝑖-有界 𝑖-覆盖的格局串 |𝑝 |, 如果存在这种格局串,

0, 如果不存在这种格局串
(3–7)

函数 𝑓 (𝑖) def
= maxv∈Z𝑑 𝑚(𝑖, v)则表示着 𝑖-有界 𝑖-覆盖的格局串的上界，通过求出 𝑓 (𝑘)

的上界便可获得可覆盖证据路径的上界。
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3.2 (Rackoff [93]) 函数 𝑓 满足下列性质：

1. 𝑓 (0) = 1。

2. 对于 𝑖 ∈ [𝑑 − 1]0，有 𝑓 (𝑖 + 1) ≤ (2𝑛 𝑓 (𝑖))𝑖+1 + 𝑓 (𝑖)。
3. 存在某个常数 𝑐 满足 𝑓 (𝑑) ≤ 22𝑐𝑛 log𝑛

。

𝑓 (0) = 1 是显然的，接下来证明第 2 点。假设存在一条由 x 出发 (𝑖 + 1) 有
界 (𝑖 + 1)覆盖的格局串，分两种情况讨论。

情况一： 存在一条由 x 出发 (𝑖 + 1, 2𝑛 𝑓 (𝑖))有界 (𝑖 + 1)覆盖的格局串。这种情况

是非常简单的，因为在这个格局串里，不会存在两个格局在前 𝑖 + 1 维相同，否则

删除这一段，依旧能获得一条由 x 出发 (𝑖 + 1, 2𝑛 𝑓 (𝑖)) 有界 (𝑖 + 1) 覆盖的格局串。

因此则条格局串的长度不会超过 (2𝑛 𝑓 (𝑖))𝑖+1。
情况二： 不存在这样的格局串。由假设存在一条由 x 出发 (𝑖 + 1) 有界 (𝑖 + 1)
覆盖的格局串 𝑝 = 𝑝1𝑝2 满足 𝑝1 是 (𝑖 + 1, (2𝑛 𝑓 (𝑖)))-有界的，令 𝑝2 [1] = w ∈ N𝑑，
则 w 不是 (𝑖 + 1, 2𝑛 𝑓 (𝑖))-有界的，不妨令 w[𝑖 + 1] ≥ 2𝑛 𝑓 (𝑖)。由情况一和假设有

|𝑝1 | ≤ (2𝑛 𝑓 (𝑖))𝑖+1。注意到 𝑝2 也是一个 𝑖-有界 𝑖-覆盖的格局串，因此存在一个以 w
出发的长度小于 𝑓 (𝑖) 的 𝑖 有界 𝑖 覆盖的格局串 𝑝′2，接下来说明由 x 开始，触发路

径 π = 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑝1)𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑝′2) 所得到的格局串，是 (𝑖 + 1) 有界 (𝑖 + 1) 可覆盖的。事实

上，只需要考虑第 𝑖 + 1 维，考虑到如下两个条件：

• (x + Δ(𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑝1))) [𝑖 + 1] ≥ 2𝑛 𝑓 (𝑖)。
• 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑝′2) ≤ 𝑓 (𝑖)。

我们有：

(x + Δ(π)) [𝑖 + 1] ≥ 2𝑛 𝑓 (𝑖) − 2𝑛( 𝑓 (𝑖) − 1) = 2𝑛 ≥ v[𝑖 + 1] (3–8)

这是因为任何一个规则在第 𝑖 + 1 维的减少量不会超过 2𝑛，这里 𝑛是 𝑉 的大小。因

此在走完路径 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑝′2)后，第 (𝑖 + 1)维最多只被减少了 2𝑛( 𝑓 (𝑖) − 1)。因此由 x 触

发路径 π 形成的格局串是 (𝑖 + 1)有界 (𝑖 + 1)可覆盖的，所以有：

𝑓 (𝑖 + 1) ≤ |π| = (2𝑛 𝑓 (𝑖))𝑖+1 + 𝑓 (𝑖)

最后来说明第 3 点，事实上由第 2 点，很容易可以获得对于 𝑖 ≥ 2 有 𝑓 (𝑖) ≤
(2𝑛 𝑓 (𝑖 − 1))3𝑛，因此:

𝑓 (𝑑) ≤ 23𝑛2 · ( 𝑓 (𝑑 − 1))3𝑛 ≤ 23𝑛𝑑+2 · ( 𝑓 (0)) (3𝑛)𝑑 ≤ 23𝑛𝑛+2 ≤ 223𝑛 log𝑛 (3–9)
□

引理 3.2直接可覆盖性问题的指数空间算法。
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3.5 (Rackoff [93]) 向量加法系统可覆盖性问题是在指数空间内可解决的。

由引理 3.2，可以构造一个非确定性的图灵机让其猜一条长度小于 223𝑛 log𝑛
的

路径并验证其是否是 𝑑-有界并且最终格局比目标格局 v 大，图灵机接收当且仅当

存在这样一条满足要求的路径。显然这是一个指数空间的算法。 □

3.3
本节将介绍有界性问题的指数空间算法[93]。Karp-Miller 树给了直观上很好判

定有界性问题的一个方法-定理3.4，即向量加法系统 𝑉 对于某个格局是无界的当

且仅当其 Karp-Miller 树中存在一个节点的标识出现了 𝜔，这说明在根节点到其的

一个运行出现了两个节点有序关系 ≤，或者说有一个节点覆盖住了自己的祖先。这

是个非常好的性质，但是与可覆盖性一样的原因，Karp-Miller 树的大小无法被一

个较小的界给限制住导致这个判定方法没有好的复杂性结果。

与可覆盖性问题相同，Rackoff 通过类似的思路分析了这种路径的长度，其

证明了如果 𝑉 对于某个格局是无界的，则可以在一个不太长的路径中找到一条

能够自己覆盖住自己的证据，本节就将介绍这个指数空间的算法，我们会沿用章

节3.2的一些定义，同时补充定义上述说到的自覆盖 (self-covering) 的概念。

3.4 给定一个 Z𝑑 上的格局串 𝑝 = w1 . . .w𝑛，如果存在两个格局满足 w𝑖 < w 𝑗，

则称 𝑝 是自覆盖的。

有了这个概念，可以将定理3.4重新改写成：

3.6 (Karp and Miller[20]) 𝑉 对于格局 u 是有界的当且仅当存在一条由 u 出

发的 𝑑 有界、自覆盖的格局串。

接下来将介绍由 Rackoff 给出的证明，其证明如果确实是无界的，那么一定存

在一条双指数的自覆盖运行。其基本思想与章节3.2相同，是希望通过寻找 𝑖 有界、

自覆盖的最短格局串和 (𝑖 + 1) 有界、自覆盖的最短格局串之间的递推关系。这里

的一个关键点是发现如果一条自覆盖的路径很长，那么在其用到的规则里可以找

到很多组和为 0 的线性组合，而由于单调性的存在其实可以删除很多组这样的规

则，因为这对有界性的判断不构成影响，从而唯一需要验证的就是删除了这些规

则之后该串还能是一个 𝑖 有界的串，即中间的格局不会落入 0 之下的位置，这点

则可以由前面讲到的单调性3–6来保证。
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具体来说，定义函数 𝑀 (𝑖, x)

𝑀 (𝑖, x) def
=


min𝑝是一个 x 出发的 𝑖-有界、自覆盖的格局串 |𝑝 |, 如果存在这种格局串,

0, 如果不存在这种格局串
(3–10)

令 𝑔(𝑖) def
= maxx∈Z𝑑 𝑀 (𝑖, x)，与上一节3.2相似，由定理3.6可知，𝑔(𝑑)的值决定了有

界性问题的结果。

下面说明 𝑔(𝑑)的值会被某个双指数限制住。一个简单的想法是，如果一条路

径只有指数长，那么其格局的大小也最多指数大。另一方面如果反过来思考的话，

如果一个 𝑖 有界、自覆盖的格局串里最多只有指数大的格局但是路径长度却远远

超过指数，那么里面一定由很多规则组合起来起到了 0 的效果。但因为这是一条

自覆盖的串，因此即使去掉一些这些规则，也可以重新安排这个路径使其依旧保

持 𝑖 有界、自覆盖的特性，从而得到了一条更短的 𝑖 有界、自覆盖的格局串。

具体来说，令 𝑇𝑖 (w) 表示将由 w 前 𝑖 维组成的 𝑖 维向量，对 𝑉 上的一条路

径 π = a1 . . . a𝑛，如果 𝑇𝑖 (Δ(π)) = 0𝑖，则称 π 是 𝑖-零和圈 (loop)，特别的如果对

于任何一个连续的子路径 π′ = π[ 𝑗 , 𝑘] 都有 𝑇𝑖 (Δ(π′)) ≠ 0𝑖，则称 π 是一个简单

𝑖-零和圈 (simple loop)。对于一个 Z𝑑 上的格局 x 和一个路径 π = a1a2 . . . a𝑛，令

𝑝 = w0w1 . . .w𝑛，其中 w 𝑗
def
= x + Δ(π[1, 𝑗])，显然 𝑝 是一个 Z𝑑 上的格局串，如果

𝑝 是 (𝑖, 𝑟) 有界的，则称 π 对于 x 来说是 (𝑖, 𝑟)-合法的 (valid)。Rackoff 给出了如下

的引理，其证明了如果存在一条 (𝑖, 𝑟)-有界的自覆盖的格局串，那么就存在一条长

度不超过 𝑟𝑛
𝑐
的 (𝑖, 𝑟)-有界的自覆盖的格局串，这里 𝑐 是一个常数。

3.3 (Rackoff[93]) 给定一个 Z𝑑 上的格局 x，如果从 x 出发存在一条 (𝑖, 𝑟)-有
界、自覆盖的格局串，那么存在一条由 x 出发长度不超过 𝑟𝑛

𝑐
的 (𝑖, 𝑟)-有界、自覆

盖的格局串，这里 𝑐 ∈ N是一个与 𝑛, 𝑟, x 无关的常数。

令 𝑝 = v1 . . . v𝑛w0 . . .w𝑚 是一个最短的的由 x 出发的 (𝑖, 𝑟)-有界、自覆盖的

格局串，其中 w0 < w𝑚, 由定义我们有 𝑇𝑖 (𝑝 [𝑘]) ∈ N𝑖，并且由 𝑝 的最短性我们有对

于 𝑗 , 𝑘 ∈ [𝑛] 满足 𝑇𝑖 (v 𝑗) ≠ 𝑇𝑖 (v𝑘)，否则可以去除这一段获得一个更短的格局串 𝑝，

而 𝑝′ 也是 (𝑖, 𝑟)-有界、自覆盖的，与假设矛盾，因此 𝑛 ≤ 𝑟𝑑+1。
令格局 𝑝′ = w0 . . .w𝑚，则路径 π = a1 . . . a𝑚 是格局串 𝑝 对应的路径串，由定

义 Δ(π) > 0𝑑。这里的想法是如果 𝑝′ 很长，那么由于其是 (𝑖, 𝑟)有界的，那么这段

路径上一定存在很多的 𝑖-零和圈，我们证明如果 𝑚 太大，便可以删除以些 𝑖-零和

圈使其仍然是 (𝑖, 𝑟)-有界、自覆盖的。令 𝐶π 表示在路径 π 里的所有简单 𝑖-零和圈

的变化，即

𝐶π = {Δ(π′) |π′ = π[ 𝑗 , 𝑘] ∧ π′是一个简单 𝑖-零和圈}
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构造如下的序列 x0, π0, x1, π1, . . . 满足：

• x0 = 0𝑑, π0 = π。

• π𝑘 在 x𝑘 出发的格局串和 π0 在 0𝑑 出发的格局串对前 𝑖 的投影所构成的集合

是相同的，并且 π𝑘 对于 x𝑘 来说是 (𝑖, 𝑟)-合法的。

• x𝑘 ∈ Z𝑑 并且有 x𝑘 + Δ(π𝑘) = Δ(π0)。
• x𝑘 可以由 𝐶π𝑘−1 中的非负线性组合表示。

现在来阐述具体的构造过程。假设已经有了 x𝑘 , π𝑘，如果 |π𝑘 | < (𝑟𝑑+1)2，那么构

造停止。否则令 π𝑘 = a𝑘1a𝑘2 . . . a𝑘𝑚𝑘
, 𝑚𝑘 ≥ (𝑟𝑑+1)2，其对应的格局串为 y0y1 . . . y𝑚𝑘

。

考虑其格局串的前 (𝑟𝑑 + 1)2 项，将其分成 𝑟𝑑 + 1 段，每段包含 𝑟𝑑 + 1 个格局，如

下所示：

y𝑘1 · · · y𝑘 (𝑟𝑑+1) , y𝑘 (𝑟𝑑+2) · · · y𝑘 (2𝑟𝑑+2) , · · · , y𝑘 (𝑟𝑑 (𝑟𝑑+1)+1) · · · y𝑘 ( (𝑟𝑑+1)2) , · · · y𝑘𝑚𝑘
(3–11)

考察这些格局在前 𝑖 维的投影，由于其是 (𝑖, 𝑟)-有界的，即对于任意的 y 𝑗，有

𝑇𝑖 (y 𝑗) [𝑙] < 𝑟, 𝑙 ∈ [𝑖]，因此在每一段的 𝑟𝑑 + 1 个格局中一定有两个格局的前 𝑖

维是相同的，并且存在一段其中所有格局的前 𝑖 维投影都不是第一次出现在这个

格局串中。令这一段为 𝑞 = y𝑘 ( 𝑗 (𝑟𝑑+1)+1 . . . y𝑘 ( ( 𝑗+1) (𝑟𝑑+1))，𝑞 中一定存在简单 𝑖-零和

圈，假设为 π′𝑘 = a𝑘 ( 𝑗1+1)a𝑘 ( 𝑗1+2) . . . a𝑘 ( 𝑗2)，显然去掉这一段依旧满足上述条件，即令

x𝑘+1 = x𝑘 + Δ(π′𝑘), π𝑘+1 = a𝑘1 . . . a𝑘 ( 𝑗1)a𝑘 ( 𝑗2+1) . . . a𝑘𝑚𝑘
，则我们构造了一组满足条件

的 x𝑘+1, π𝑘+1，并且 |π𝑘+1 | < |π𝑘 |。
令构造终止在 x𝑙, π𝑙，则有 |π𝑙 | < (𝑟𝑑 + 1)2。接下来说明可以将其作适当的

修改接在格局串 𝑝0 = v1 . . . v𝑛 的后面从而获得一个较短的 (𝑖, 𝑟)-有界、自覆盖的

格局串。由构造 x𝑙 是由一些简单 𝑖-零和圈的线性组合而成的，令 𝐿 为这些简单

𝑖-零和圈的集合。再令 A 为这样的矩阵，其每列都是 𝐿 中的一个不重复的元素，

则 𝐴 是一个 𝑑 × ℎ 的矩阵，其中 ℎ 是简单 𝑖-零和圈的个数，即 ℎ = |𝐿 |。注意到

x𝑙 + Δ(π𝑙) = Δ(π0) > 0𝑑，令 b = −Δ(π0)，则不等式组 Ax > b 存在一个非平凡的非

负整数解 x0。由推论2.2，其存在一个解 x1 满足:

| |x1 | |1 ≤ (1 + ℎ · | |A| |∞ + ℎ · | |b| |∞)ℎ+1 (3–12)

并且 Ax1 可以被写成

Ax1 =
∑
c𝑖 ∈𝐿

𝑛𝑖c𝑖 (3–13)

其中 𝑛𝑖 ≥ 0，Σ𝑖∈[ℎ]𝑛𝑖 = | |𝑥 | |1。考察由 Ax1 出发路径为 π𝑙 的格局串 s1, s2 . . . s𝑡，其

满足 Ax1 +Δ(π) > 0𝑑。考虑出现在等式3–13中的 c𝑖，并且这个格局串是 (𝑖, 𝑟)有界
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的。由之前的构造能在路径 π𝑙 中找到一个相同的简单 𝑖-零和圈，将 c𝑖 添加进其对

应的位置，则得到了一条由 Ax1 − c𝑖 出发的格局串，并且该格局串还是 (𝑖, 𝑟)有界

的。重复以上过程，最终能得到一条 0𝑑 出发的 (𝑖, 𝑟)有界的格局串 𝑝 𝑓 ，其对应的

路径为 π 𝑓 。则格局串 𝑝′′ = v1 . . . v𝑛,w′0 . . .w′𝑚′ 是一个 (𝑖, 𝑟)有界、自覆盖的格局串，

这里 w′𝑘 满足 w′𝑘 = w0 + Δ(π 𝑓 [1, 𝑘])，其对应的路径记为 π′′。

最后计算路径 π′′的长度。一个简单 𝑖-零和圈的长度最多为 𝑟𝑑，所以对于 c𝑖 ∈ 𝐿
来说，有 | |c𝑖 | |∞ < 2𝑛𝑟𝑑，这里 𝑛 是向量加法系统 𝑉 的大小，所以 ℎ = |𝐿 | < (2 ·
2𝑛𝑟𝑑 + 1)𝑑 < 𝑟3𝑛2

，因此 | |x1 | |1 ≤ 𝑟𝑛
𝑐1 对于某个无关 𝑛, x 的常数 𝑐1 ∈ N。因此最后获

得格局串 𝑝 𝑓 的过程最多需要 𝑟𝑛
𝑐1 次操作，每次操作至多将路径变长 𝑟𝑑 次，因此

路径 𝜋 𝑓 的长度至多为:

|𝜋 𝑓 | < (𝑟𝑑 + 1)2 + 𝑟𝑑 · 𝑟𝑛𝑐1 < 𝑟2𝑛𝑐1 (3–14)

因此路径 π′′ 的长度不超过 𝑟𝑑 + 𝑟2𝑛𝑐1 < 𝑟𝑛
𝑐2 ，这里 𝑐2 ∈ N也是一个无关 𝑛, x 的常

数，引理得证。 □

引理3.3说明如果一条 𝑖-有界、自覆盖的格局串里的格局是被 𝑟 限制住的，那

么就可以找到一条长度不超过 𝑟𝑛
𝑐
的 (𝑖, 𝑟)-有界、自覆盖的格局串。由此，类比于

在可覆盖性问题中对 𝑓 的估计，Rackoff 进一步得出了关于 𝑔(𝑖)的估计：

3.4 (Rackoff[93]) 存在常数 𝑐1, 𝑐2 ∈ N使得函数 𝑔 满足下列性质：

1. 𝑔(0) ≤ 2𝑛𝑐1 。

2. 𝑔(𝑖 + 1) ≤ (2𝑛𝑔(𝑖))𝑛𝑐1 。

3. 𝑔(𝑑) ≤ 22𝑐2𝑛 log𝑛
。

第一点是显然的，因为假设存在自覆盖的格局串，那么就存在一条平凡的

(0, 2)-有界、自覆盖的格局串，由引理3.3，在 𝑉 中存在一条长度不超过 2𝑛𝑐1 的

(0, 2)-有界、自覆盖的格局串，这里 𝑐1 ∈ N是一个常数，因此 𝑔(0) ≤ 2𝑛𝑐1 。

接下来证明第二点。假设从 u 出发存在一条 (𝑖 + 1)-有界、自覆盖的格局串。

分两种情况讨论。

情况一： 存在一条由 u 出发的 (𝑖 + 1, 2𝑛𝑔(𝑖))-有界、自覆盖的格局串，则由引

理3.3，存在一条长度不超过 (2𝑛𝑔(𝑖))𝑛𝑐1 的 (𝑖 + 1, 2𝑛𝑔(𝑖))-有界、自覆盖的格局串，

因此 𝑔(𝑖 + 1) ≤ (2𝑛𝑔(𝑖))𝑛𝑐1 。

情况二： 不存在由 u 出发的 (𝑖+1, 2𝑛𝑔(𝑖))-有界、自覆盖的格局串。假设由 u 出发

的 (𝑖+1)-有界、自覆盖的格局串为 𝑝 = w0w1 . . .w𝑚，其对应的路径为 π = a1 . . . a𝑚，
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并且不妨假设 𝑗 ∈ [𝑚]0 满足 w 𝑗 < w𝑚。令 𝑙 ∈ [𝑚]0 使得其是最小的下标满足 w𝑙 不

是 (𝑖 + 1, 2𝑛𝑔(𝑖))-有界的，并且不妨假设 w𝑙 [𝑖 + 1] ≥ 2𝑛𝑔(𝑖)。
考虑一条最短的由 u 出发的 (𝑖 + 1, 2𝑛𝑔(𝑖))-有界格局串 𝑝1 = v0v1 . . . v𝑚′ 满足

𝑇𝑖+1(v𝑚′) = 𝑇𝑖+1(w𝑙)，其对应路径为 π1 = b1 . . . b𝑚′。则由 v𝑚′ 出发的对应路径为

π[𝑙 + 1, 𝑚]π[ 𝑗 + 1, 𝑚] 的格局串 𝑝2 = v𝑚′x0x1 . . . x𝑚−𝑙y0y1y𝑚− 𝑗 是 (𝑖 + 1)-有界的、自

覆盖的，这是由 𝑇𝑖+1(v𝑚′) = 𝑇𝑖+1(w𝑙) 以及 Δ(π[ 𝑗 + 1, 𝑚]) > 0𝑑 所保证的。因此存在

一条由定义 v′𝑚 出发长度不超过 𝑔(𝑖)的 𝑖-有界、自覆盖的格局串 v𝑚′v′1 . . . v′ℎ，其对

应路径为 π2 = c1 . . . cℎ。接下来证明由 u 出发对应路径为 π3 = π1π2 的格局串 𝑝3

是 (𝑖 + 1)-有界、自覆盖的。由构造只需要考察第 𝑖 + 1 维是否大于等于 0，注意到

(u + Δ(π1)) [𝑖 + 1] = w𝑙 [𝑖 + 1] > 2𝑛𝑔(𝑖)，而任何一步规则的改变量最多为 2𝑛，因此

对于任意的 ℎ ∈ [|π3 |] 有：

(u + Δ(π3 [1, ℎ])) [𝑖 + 1] > 2𝑛𝑔(𝑖) − 2𝑛𝑔(𝑖) = 0 (3–15)

下面计算一下 𝑝3 的长度，由于 𝑝1 是最短的，因此不存在 ℎ, 𝑘 ∈ [𝑚′]0 满足

𝑇𝑖+1(vℎ) = 𝑇𝑖+1(v𝑘)，从而 𝑚′ ≤ (2𝑛𝑔(𝑖))𝑖+1，因此 𝑝3 的长度至多为 𝑔(𝑖) + 𝑚′ ≤
(2𝑛𝑔(𝑖))𝑖+1 + 𝑔(𝑖) ≤ (2𝑛𝑔(𝑖))𝑛𝑐1 ，第 2 点得证。

最后估计 𝑔(𝑑)，事实上由第 1 点和第 2 点不难得到：

𝑔(𝑑) ≤ (2𝑛)𝑛𝑐1𝑑+1 · 𝑔(0)𝑛𝑐1𝑑 ≤ 2𝑛2𝑐1𝑑+𝑐1+2 ≤ 22𝑐2𝑛 log𝑛 (3–16)

这里 𝑐2 ∈ N是一个常数，引理得证。 □

引理3.4直接给出了有界性问题的指数空间算法。

3.7 (Rackoff [93]) 向量加法系统有界性问题是在指数空间内可解决的。

由引理 3.4，可以构造一个非确定性的图灵机让其猜一条长度小于 22𝑐𝑛 log𝑛

的路径并验证其是否是 𝑑-有界、自覆盖的，图灵机接收当且仅当不存在这样一条

满足要求的路径。显然这是一个指数空间的算法。 □

3.4
本章介绍了可覆盖性问题和有界性问题的基本结论。我们介绍了可覆盖性问

题和有界性问题的指数空间算法，而关于其 EXPSPACE-难的证明，将在章节六中

作介绍。此外，关于其固定维度的可覆盖性问题和有界性问题，当维度 𝑑 ≥ 2 时

在 [77, 95-96] 中其证明了是 PSPACE-完备的，而维度 𝑑 = 1 时在 [97] 中被证明是

NP-完备的。
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这两个问题在向量加法系统的研究中有着重要的意义，首先从方法上看，所

用到的 Karp-Miller 树对解决无穷状态但满足某种良序的验证问题起到了重要的

作用；其次相比较同样处于核心问题的可达性问题，这两个问题的复杂性远远低

于可达性问题，并且这两个性质都可以作为某种安全性的验证，在实际中起着重

大的作用。因此关于这两个问题的研究，在向量加法系统功能方面更着重的在于

如何在实际中设计一些更高效的算法来完成一些验证目标；而对于向量加法系统

的衍生模型，则可以先通过对这两个问题的研究去探索可达性问题，比如在下推

向量加法系统模型中，其可达性问题和可覆盖性问题就是可以互相规约的，额外

开销仅仅是多一个维度[42]。
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-KLMST

本章将介绍向量加法系统可达性问题的上界算法-KLMST 算法。可达性问题

一直是向量加法系统研究中的重点，迄今已有 50 多年的历史。自 Mayr，Kosaraju，

Lambert，Sacerdote，Tenney 在上世纪八十至九十年代提出其可判定的 KLMST 分

解算法[69-72, 142] 以来，人们对其的研究一直没有停歇；这其中有着 KLMST 分解算

法本身非常难理解的原因，也有着该算法并没有获得具体的上界还有进一步的空

间。另一方面，KLMST 分解算法也对其他的问题起到了很重要的作用，比如其可

以证明向量加法系统所定义的语言的向下闭包 (downward closure) 是可以有效计

算的[143-144]。Leroux 也据此在 [73, 145] 提出了可达性问题可判定性的一个简单证

明，该证明将在下一章做介绍。而在 15 年 Leroux 和 Schmitz 在 [83-84] 提出了对

KLMST 分解算法的一个简化并且容易理解的版本，即用理想来分解，并根据秩函

数获得了可达性算法的第一个具体上界 F𝜔3，随后这一上界迅速的在 [85] 中被提

升到了 F𝜔2。随后在 19 年，Leroux 通过在他人对该问题的研究[146-148] 得到启发最

终证明其算法是在 F𝜔 中的[79]，由于下界方面的最新结论[80-82] 因此我们知道这一

上界是紧的；本章就将介绍这个证明，给出 KLMST 分解算法一个简单直观明了

的解释。

本章的安排如下：第一节将介绍 KLMST 分解算法的核心序列——KLM 序列；

第二节将介绍可泵性的概念，我们将说明满足一类性质的向量加法系统有着简单

的可达性证据，第三节将具体的介绍 KLMST 分解算法的内容以及通过秩函数获

取其最终的 F𝜔 上界。此外注意到本章所提到的算法需要对向量加法系统进行分

解，因此本章默认向量加法系统是带状态的，令本章讨论的 𝑑 维带状态的向量加

法系统为 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴)，初始与目标格局为 m = 𝑝(u)与 n = 𝑞(v)。

4.1 KLM
本节将介绍 KLM 序列。KLM 序列最早由 Kosaraju[71] 提出，可以视作是一般

化的向量加法系统。严格来说，定义如下：

4.1 一个 KLM 序列 𝜉 = (x0𝑉0y0)a1(x1𝑉1y1)a2 . . . a𝑛(x𝑛𝑉𝑛y𝑛)满足：

• 𝑉𝑖 = (𝑄𝑖, 𝑇𝑖, 𝐴𝑖, 𝑝𝑖, 𝑞𝑖) 是一个有起点 𝑝0 和终点 𝑞0 的 𝑑 维向量加法系统满足

𝐴𝑖 ⊆ 𝐴。

• 对于 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛 − 1, 𝑛}有 x𝑖, y𝑖 ∈ N𝑑𝜔。

• 对于 𝑖 ∈ [𝑛] 有 a𝑖 ∈ 𝐴。
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𝜉 的大小 |𝜉 |定义为：

|𝜉 | = 2(𝑑 + 1) (𝑑+1) [𝑛 +
𝑛∑
𝑖=1

| |a𝑖 | |1 +
𝑛∑
𝑖=0

(| |x𝑖 | |1 + |𝑉𝑖 | + | |y𝑖 | |1)] (4–1)

其中 𝑉𝑖 用一进制编码的大小。我们称 π = 𝜎0a0𝜎1 . . . a𝑛𝜎𝑛 为 KLM 序列 𝜉

上的一条路径，其中 𝜎𝑖 是 𝑉𝑖 中 x𝑖 到 y𝑖 在 Z𝑑𝜔 上的一条路径。如果 π 满足存在

m0, n0 . . .m𝑛, n𝑛 ∈ N𝑑 使得：

• m𝑖 ⊑ x𝑖, n𝑖 ⊑ y𝑖。
• 对 𝑖 ∈ [𝑛]0 有 𝑝𝑖 (m𝑖)

𝜎𝑖−−→N𝑑 𝑞𝑖 (n𝑖)。
• 对 𝑖 ∈ [𝑛 − 1]0 有 m𝑖+1 = n𝑖 + a𝑖。

则称 π 是完全的，记 𝐿 𝜉 为 𝜉 上的所有完全的路径的集合。

事实上，如果在 Z𝑑 上考虑向量加法系统的可达性问题，其可达性问题几乎

等同于解一个线性方程组，即是否存在一组非负整数解 𝑥a 满足:u + ∑
a∈𝐴 𝑥aa = v。

这一方法不适用于可达性问题原因在于其可能在中间出现负数的格局，但这一方

程依旧有助于对可达性问题进行研究，比如如果该方程无解，那么原来的目标格

局一定不可达。因此下面我们来定义关于一个 KLM 序列的特征方程。对于一个

KLM 序列 𝜉 = (x0𝑉0y0)a1(x1𝑉1y1)a2 . . . a𝑛(x𝑛𝑉𝑛y𝑛)，定义其特征方程 𝐸 𝜉 如下：

n𝑖 = m𝑖 +
∑

t=(𝑝,a,𝑞)
𝜙𝑖 (t) · a, 𝑖 ∈ [𝑛]0 (4–2)

m𝑖+1 = n𝑖 + a𝑖, 𝑖 ∈ [𝑛 − 1]0 (4–3)

1𝑖𝑞0
− 1𝑖𝑝0

=
∑

t=(𝑝,a,𝑞) ∈𝑇𝑖

𝜙𝑖 (t)(1𝑖𝑞 − 1𝑖𝑝), 𝑖 ∈ [𝑛]0 (4–4)

m𝑖 ⊑ x𝑖 , n𝑖 ⊑ y𝑖, 𝑖 ∈ [𝑛]0 (4–5)

其中 1𝑖𝑝 ∈ N |𝑄𝑖 | 表示 𝑉𝑖 中状态 𝑝 的指示向量，即只有 𝑝 这一维为 1 其余都为 0，

𝜙 ∈ N𝑇 则是 𝑇𝑖 → N的一个映射，在后面也会将等式4–2中的
∑

t=(𝑝,a,𝑞) 𝜙𝑖 (t) · a 记

为 Δ(𝜙𝑖)，方程4–4即是基尔霍夫方程 (kirchhoff system)。我们称满足上述方程的序

列 ℎ = (m0, 𝜙0, n0) . . . (m𝑛, 𝜙𝑛, n𝑛) 为 𝜉 的特征序列，并且记 ℎ(𝑖) = (m𝑖, 𝜙𝑖, n𝑖)，令

ℎ(𝑖) [_]表示其中的 _ 项，记 |ℎ| = ∑𝑛
𝑖=1(| |m0 | |1 + ||n𝑖 | |1 +

∑
𝑡 ∈𝑇𝑖 𝜙𝑖 (𝑡))为 ℎ的大小，对

于 𝜉 如果存在一个特征序列，则称 𝐸 𝜉 是可满足的 (satisfiable)，也称 𝜉 是可满足

的，否则称 𝜉 是不可满足的。下面的引理很自然的说明了不可满足的 KLM 序列

是不可达的。

4.1 不可满足的 KLM 序列不存在完全的路径。
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假设 KLM 序列 𝜉 = (x0𝑉0y0)a1(x1𝑉1y1)a2 . . . a𝑛(x𝑛𝑉𝑛y𝑛) 存在一条完全的路

径 π = 𝜎0a0𝜎1 . . . a𝑛𝜎𝑛，则存在 m0, n0 . . .m𝑛,m𝑛 满足：

m0
𝜎0−−→ n0

a1−→ m1
𝜎1−−→ · · · a𝑛−→ m𝑛

𝜎𝑛−−→ n𝑛

并且由定义有 m𝑖 ⊑ x𝑖, n𝑖 ⊑ y𝑖。令 𝜙𝑖 为 𝜎𝑖 的 Parikh 像，不难验证 ℎ =

(m0, 𝜙0, n0) . . . (m𝑛, 𝜙𝑛, n𝑛)是其的一个特征序列，即 𝜉 是可以满足的，引理得证。□

p0 q0 p1

r

q1

(0, 0, 1)

(0, 0, 0)

(0, 0, 0)

(2,−1, 0)

(−1, 1, 0)

a1 = (0, 1, 0)
(0, 0, 0)

(−1, 0, 0)

G0 G1

G0 = (Q0, T0, p0, q0)

Q0 = {p0, q0, r}
G1 = (Q1, T1, p1, q1)

Q1 = {p1, q1}
T0 = {t1, t2, t3, t4, t5}
t1 = (p0, (2,−1, 0), p0), t2 = (p0, (−1, 1, 0), r)

t3 = (p0, (0, 0, 1), q0), t4 = (r, (0, 0, 0), p0)

t5 = (r, (0, 0, 0), q0)

T1 = {t6, t7}
t6 = (p1, (0, 0, 0), q1), t7 = (q1, (−1, 0, 0), q1)

x0 = (1, 1, 0)
y0 = (ω, 0, 1)

x1 = (ω, 1, 1)
y1 = (1, 1, 1)

图 4–1 KLM序列例子

Figure 4–1 An example of KLM sequence

4.1 接下来考虑一个 KLM 序列的例子来理解上述概念。考虑图4–1中的 KLM
序列 𝜉 = (x0𝐺0y1)a1(x1𝐺1y1)，其特征方程为：

• m0 ⊑ (1, 1, 0), n0 ⊑ (𝜔, 0, 1)。
• m1 ⊑ (𝜔, 1, 1), n0 ⊑ (1, 1, 1)。
• m1 = n0 + a1。

• n0 = m0 + 𝜙0(𝑡1) (2,−1, 0) + 𝜙0(𝑡2) (−1, 1, 0) + 𝜙0(𝑡3) (0, 0, 1) + 𝜙0(𝑡4) (0, 0, 0) +
𝜙0(𝑡5) (0, 0, 0)。

• n1 = m1 + 𝜙1(𝑡6)(0, 0, 0) + 𝜙1(𝑡7) (−1, 0, 0)。
• (0, 1, 0) − (1, 0, 0) = 𝜙0(𝑡1) ((1, 0, 0) − (1, 0, 0)) + 𝜙0(𝑡2) ((0, 0, 1) − (1, 0, 0)) +
𝜙0(𝑡3) ((0, 1, 0)−(1, 0, 0))+𝜙0(𝑡4)((1, 0, 0)−(0, 0, 1))+𝜙0(𝑡5) ((0, 1, 0)−(0, 0, 1))。

• (0, 1) − (1, 0) = 𝜙1(𝑡6) ((0, 1) − (1, 0)) + 𝜙1(𝑡7)((0, 1) − (0, 1))。
该方程是可满足的，下述序列 ℎ = (m0𝜙0n0) (m1𝜙1n1)便是其的一个特征序列：

• m0 = (1, 1, 0), n0 = (3, 0, 1), m1 = (3, 1, 1), n1 = (1, 1, 1)。
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• 𝜙0(𝑡1) = 𝜙0(𝑡3) = 1, 𝜙0(𝑡2) = 𝜙0(𝑡4) = 𝜙0(𝑡5) = 0。

• 𝜙1(𝑡6) = 1, 𝜙1(𝑡7) = 2。

特别的该序列蕴含了一条完全的路径，即：

𝑝0(1, 1, 0)
𝑡1𝑡3−−→ 𝑝1(3, 0, 1)

a1−→ 𝑝1(3, 1, 1)
𝑡6𝑡7𝑡7−−−→ 𝑞1(1, 1, 1)

这并不一定能成立，比如令 𝜉 中的 x0 替换成 x′0 = (0, 0, 0)，其依旧存在特征

序列 ℎ′ = (m′0𝜙′0n′0)(m′1𝜙′1n′1):
• m0 = (0, 0, 0), n0 = (1, 0, 1), m1 = (1, 1, 1), n1 = (1, 1, 1)。
• 𝜙0(𝑡1) = 𝜙0(𝑡3) = 𝜙0(𝑡2) = 𝜙0(𝑡4) = 1, 𝜙0(𝑡5) = 0。

• 𝜙1(𝑡6) = 1, 𝜙1(𝑡7) = 0。

但很显然，其并不蕴含一条完全的路径。此外，如果令 x1 = (𝜔, 1, 2)，则很显然新

得到的 KLM 序列 𝜉 ′′ 是不可满足的，因为其特征方程无解，也自然不存在完全的

路径。

接下来定义 𝜉 上的齐次特征方程 𝐸0
𝜉 (homogeneous characteristic system)，其具

体如下：

n𝑖 = m𝑖 +
∑

t=(𝑝,a,𝑞)
𝜙𝑖 (t) · a, 𝑖 ∈ [𝑛]0 (4–6)

0 =
∑

t=(𝑝,a,𝑞) ∈𝑇𝑖

𝜙𝑖 (t) (1𝑖𝑞 − 1𝑖𝑝), 𝑖 ∈ [𝑛]0 (4–7)

m𝑖 [ 𝑗] = 0, if x𝑖 [ 𝑗] ≠ 𝜔, 𝑖 ∈ [𝑛]0, 𝑗 ∈ [𝑑] (4–8)

n𝑖 [ 𝑗] = 0, if y𝑖 [ 𝑗] ≠ 𝜔, 𝑖 ∈ [𝑛]0, 𝑗 ∈ [𝑑] (4–9)

满足上述方程的序列 ℎ0 = (m0
0, 𝜙

0
0, n

0
0) . . . (m0

𝑛, 𝜙
0
𝑛, n0

𝑛) 为 𝜉 的齐次特征序列，并且

记 ℎ0(𝑖) = (m0
𝑖 , 𝜙

0
𝑖 , n0

𝑖 )，令 ℎ0(𝑖) [_] 表示其中的 _ 项，我们记 |ℎ0 | =
∑𝑛
𝑖=1( | |m0

0 | |1 +
||n0

𝑖 | |1 +
∑
𝑡 ∈𝑇𝑖 𝜙

0
𝑖 (𝑡)) 为 ℎ0 的大小，由章节2.4的内容可以得出下列引理：

4.2 (Leroux[79]) 给定一个可满足的 KLM 序列 𝜉 = (x0𝐺0y1)a1(x1𝐺1y1)，则

有如下结论：

• 对于任意的 𝑗 ∈ [𝑑]，集合 {ℎ(𝑖) [m𝑖 [ 𝑗]] |ℎ是一个特征序列}是无穷的当且仅

当存在一个齐次特征序列 ℎ0 满足 ℎ0(𝑖) [m𝑖 [ 𝑗]] > 0。

• 对于任意的 𝑗 ∈ [𝑑]，集合 {ℎ(𝑖) [n𝑖 [ 𝑗]] |ℎ是一个特征序列}是无穷的当且仅

当存在一个齐次特征序列 ℎ0 满足 ℎ0(𝑖) [n𝑖 [ 𝑗]] > 0。

• 对于任意的 𝑡 ∈ 𝑇𝑖，集合 {ℎ(𝑖) [𝜙𝑖 (𝑡)] |ℎ是一个特征序列}是无穷的当且仅当

存在一个齐次特征序列 ℎ0 满足 ℎ0(𝑖) [𝜙0
𝑖 (𝑡)] > 0。
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特别的 {ℎ(𝑖) [_]}如果是有限的，其和不会超过 |𝜉 | |𝜉 |−1。

只要注意到齐次特征序列是可加的，即令 ℎ 是 𝜉 的一个特征序列，ℎ0 是 𝜉

的一个齐次特征序列，则对于任意 𝑛 ∈ N，ℎ + 𝑛ℎ0 都是 𝜉 的一个特征序列，再由

定理2.4和推论2.1,2.2可知任何一个特征序列都可以分解成一个大小不超过 |𝜉 | |𝜉 |−1

的特征序列和一组大小不超过 |𝜉 | |𝜉 |−3 的齐次特征序列的和即可得到结论。 □

接下来定义一些 KLM 序列 𝜉 上的一些性质，而在本节的最后将证明如果 𝜉

满足一定的性质，则其如果存在一条完全的路径，那么便可以找到一条不太长的

完全的路径。

如果向量加法系统 𝑉𝑖 对应的有向图是强连通的，则称 𝑉𝑖 是强连通的。给定

𝜉 = (x0𝑉0y0)a1(x1𝑉1y1)a2 . . . a𝑛(x𝑛𝑉𝑛y𝑛)，如果 𝜉 满足每个𝑉𝑖 都是强连通的 (strongly
connected)，则称 𝜉 是强连通的。如果 𝜉 满足：

• x𝑖 [ 𝑗] = 𝜔 蕴含集合 {ℎ(𝑖) [m𝑖 [ 𝑗]]}是无限的。

• y𝑖 [ 𝑗] = 𝜔 蕴含集合 {ℎ(𝑖) [n𝑖 [ 𝑗]]}是无限的。

则称 𝜉 是可容忍的 (saturated)。如果对于 𝑡 ∈ 𝑇𝑖，集合 {ℎ(𝑖) [𝜙𝑖 (𝑡)]}是无限的，则

称 𝑡 是无限的，如果对任意 𝑡 ∈ 𝑇𝑖 都是无限的，则称 𝜉 是无界的 (unbounded)。
对于一个有起点和终点的的 𝑑 维向量加法系统 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝑝, 𝑞)，考虑其中特

殊的一类维度 𝐼 ⊆ [𝑑]，对于任何一个 𝑖 ∈ 𝐼，其存在一个函数 𝑔𝑖 : 𝑄 → N满足：

对任意 𝑡 = (𝑝, a, 𝑞) ∈ 𝑇 有 𝑔𝑖 (𝑞) = 𝑔𝑖 (𝑝) + a[𝑖]，称 𝐼 里的维度都是固定的 (fixed)，
事实上 𝑔𝑖 函数表明一个格局在 𝑉 运行到不同状态时第 𝑖 维的值完全由初始格局决

定，因此可以理解为这一维可以被编码进状态里，因此称 𝑔𝑖 是关于 𝑖 的偏移函数。

将此想法扩展到 KLM 序列里，称 x𝑉y 是固定的，如果对于 𝑉 里任何一个固定的

维度 𝑖，存在函数 𝑔𝑖 : 𝑄 → N满足：

• 对任意 𝑡 = (𝑝, a, 𝑞) ∈ 𝑇 有 𝑔𝑖 (𝑞) = 𝑔𝑖 (𝑝) + a[𝑖]。
• 𝑔𝑖 (𝑝) ⊑ x[𝑖], 𝑔𝑖 (𝑞) ⊑ y[𝑖]

如果对于 𝜉 里每一个 x𝑖𝑉𝑖y𝑖 其都是固定的，则称 𝜉 是固定的。下述引理给出了一

个简单的判断强连通的 KLM 序列是否是固定的方法。

4.3 给定一个强连通的 KLM 序列 𝜉 = x𝑉y，其中𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝑝, 𝑞)，令 𝐼 ⊆ [𝑑]
是 𝑉 固定的维度，𝜉 是固定的当且仅当对任意 𝑖 ∈ 𝐼 其偏移函数 𝑓𝑖 满足对任意的

𝑟 ∈ 𝑄：

• 如果 x[𝑖], y[𝑖] ∈ N，则 x[𝑖] − 𝑓𝑖 (𝑝) = y[𝑖] − 𝑓𝑖 (𝑞)。
• 如果 x[𝑖] = 𝜔, y[𝑖] ∈ N，则 x[𝑖] − 𝑓𝑖 (𝑝) + 𝑓𝑖 (𝑟) ≥ 0。

• 如果 x[𝑖] ∈ N, y[𝑖] = 𝜔，则 y[𝑖] − 𝑓𝑖 (𝑞) + 𝑓𝑖 (𝑟) ≥ 0。
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假设 𝜉 是固定的，即对于 𝑖 ∈ 𝐼 存在函数 𝑔𝑖 : 𝑄 → N 满足对于任意的

(𝑝, a, 𝑞) ∈ 𝑇 有 𝑔𝑖 (𝑞) = 𝑔𝑖 (𝑝)+a[𝑖]，则存在 𝑧𝑖 ∈ Z使得对任意的 𝑟 ∈ 𝑄有 𝑧𝑖+ 𝑓𝑖 (𝑝) =
𝑔𝑖 (𝑝)，结合 𝑔𝑖 (𝑝) ⊑ x[𝑖], 𝑔𝑖 (𝑞) ⊑ y[𝑖] 可以得到上述结论。

反之，如果 𝑓𝑖 满足上述三点，我们可以如下的构造 𝑔𝑖 函数：

• 如果 x[𝑖] = y[𝑖] = 𝜔，则令 𝑔𝑖 = 𝑓𝑖。

• 如果 x[𝑖] ∈ N，则令 𝑔𝑖 (𝑟) = x[𝑖] − 𝑓𝑖 (𝑝) + 𝑓𝑖 (𝑟)。
• 如果 y[𝑖] ∈ N，则令 𝑔𝑖 (𝑟) = y[𝑖] − 𝑓𝑖 (𝑞) + 𝑓𝑖 (𝑟)。

第一种情况显然 𝜉 是固定的，接下来说明第二种情况下 𝜉 也是固定的，而第三

种则是对称的。注意到 𝑔𝑖 (𝑞′) = 𝑔𝑖 (𝑝′) + a[𝑖] 对于任意的 (𝑝′, a, 𝑞′) ∈ 𝑇，只需

说明 𝑔𝑖 (𝑞) ⊑ 𝑦[𝑖]。事实上，如果 𝑦[𝑖] = 𝜔 则是显然的，反之由第一个条件有

x[𝑖] − 𝑓𝑖 (𝑝) = y[𝑖] − 𝑓𝑖 (𝑞)，因此 𝑔𝑖 (𝑞) = 𝑦[𝑖] ⊑ 𝑦[𝑖] 从而 𝜉 是固定的，引理得证。□

最后来介绍 KLM 序列里最特殊的一个性质-可泵性。回顾之前的讨论，一个

KLM 序列 𝜉 的特征方程有解不代表其有一条完全的路径，这是因为其可能在路径

的中间某一维度小于 0，但如果 𝜉 可以做到在一开始的时候将这一维度增大的足够

大，而在最后又任意的降回来，那么这一问题便不复存在，比如在图4–1中的 KLM
序列里，𝐺0 可以通过 𝑡1𝑡2𝑡3 的循环将第一维任意增大，而在𝐺1 中通过 𝑡7 可以将第一

维任意的减少，那么就不用担心在运行的过程中第一维会发生小于 0 的情况。我们

将这样的性质称之为可泵性，具体定义如下：对于 x𝑉y，其中𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝑝, 𝑞)，令 𝐼 ⊆
[𝑑]是𝑉 中固定维度的集合，如果对于任何的 𝑖 ∉ 𝐼 存在 x′ ∈ N𝑑𝜔 满足:𝑝(x) 𝑉𝑖−→ 𝑝(x′)
并且有 x′ ≥ x, x′[𝑖] > x[𝑖] 或者 x[𝑖] = 𝜔，则称其是前可泵的 (forward pumpable)；
如果对于任何的 𝑖 ∉ 𝐼 存在 y′ ∈ N𝑑𝜔 满足:𝑞(y′) 𝑉𝑖−→ 𝑞(y) 并且有 y′ ≥ y, y′[𝑖] > y[𝑖]
或者 y[𝑖] = 𝜔，则称其是后可泵的 (backward pumpable)，如果即是前可泵又是后

可泵的，则称其是可泵的，特别的如果对于 𝑖 ∉ 𝐼 不满足，则称其关于 𝑖 是不前可

泵 (后可泵) 的。对于一个 KLM 序列 𝜉 = (x0𝑉0y0)a1(x1𝑉1y1)a2 . . . a𝑛(x𝑛𝑉𝑛y𝑛)，如果

其每个部分 x𝑖𝑉𝑖y𝑖 都是可泵的，则称 𝜉 是可泵的。

一个 KLM 序列如果是可满足的，强连通的，可容忍的，无界的，固定的，则

称其是标准的 (standard)；如果一个标准 KLM 序列是可泵的，则称其是正则的

(normal)。在下一节将证明一个正则的 KLM 序列一定存在一条长度不太长的完全

的路径，即如下定理：

4.1 (Leroux[79]) 对于一个正则的 KLM 序列 𝜉，存在一条长度不超过 |𝜉 |3 |𝜉 |

的完全的路径。
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4.2 KLM
本节将对正则的 KLM 序列作进一步的探讨，首先考虑可泵性这一性质，其

实际上是某种可覆盖性体现。事实上根据第三章 Rackoff 关于可覆盖性在 EX-
PSPACE 空间的结果，考虑 x𝑉y，其中 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝑝, 𝑞)，要判断 𝑖 ∈ [𝑑] 是否是

前可泵的，只需要调用可覆盖性算法判断 𝑝(x + 1𝑖) 对于 𝑝(x) 是否是可覆盖的即

可，对于后可覆盖将 𝑉 反向即可。因此至多需要 2𝑑 次调用可覆盖性的算法便可

以判定 x𝑉y 是否是可泵的，因此可以在 EXPSPACE 空间内判定一个 KLM 序列是

否是可泵的。

但兴趣不止于此。我们不仅希望知道如何判断一个 KLM 序列是可泵的，还希

望知道不可泵的界，即如果 x𝑉y 对于 𝑖 是不前可泵的，则有 x[𝑖] < 𝜔，此时我们希

望知道 x[𝑖] 的大小的界 𝐵，因为如果有界，则可以将这一维编码进状态里使得这

一维变成固定的从而不用再去研究。在 [33] 中通过使用 Karp-Miller 树能计算出 𝐵

有一个 Ackermann 的界，但考虑在章节三中介绍的对可覆盖性的讨论，如果每一

维都能变得很大，则不可能不能实现可覆盖性，由此可以想象如果不可泵，一定

存在某一维上的取值严格受限。遵循这个思路，Leroux 给出了下列引理，其告诉

我们可以在指数空间内判断是否可泵，并且给出了关于 𝐵 一个指数上的界。

4.4 (Leroux[79]) 令 𝑉 是一个 𝑑 维带状态向量加法系统，令 𝐶 > |𝑉 |，假设

其中存在一条路径：

𝑞0(c0)
a1−→ 𝑞1(c1)

a2−→ · · · a𝑘−→ 𝑞𝑘 (c𝑘) (4–10)

满足 c𝑖 ∈ N𝑑𝜔，并且对于任意的 𝑖 ∈ [𝑑] 都存在 𝑗 ∈ [𝑘]0 使得 c 𝑗 [𝑖] > 𝐶1+𝑛𝑛，其中

𝑛 = |𝐼 | = |{𝑖 |c0 [𝑖] ∈ N}|，则存在一条路径 |π| < 𝐶 (𝑛+1) (𝑛+1) 满足：

𝑞0(c0)
π−→ 𝑞𝑘 (c) (4–11)

其中 c 满足对任意 𝑖 ∈ [𝑑] 都有 c[𝑖] > 𝐶 − |𝑉 |。

对 𝑛 做归纳，当 𝑛 = 0 时命题显然成立，只需要找一条 𝑞0 到 𝑞𝑘 的路径即

可。假设对 < 𝑛的命题均成立，考虑 = 𝑛的情况，由假设存在一条路径 a1 . . . a𝑘 满

足：

𝑞0(c0)
a1−→ 𝑞1(c1)

a2−→ · · · a𝑘−→ 𝑞𝑘 (c𝑘) (4–12)

令 𝑘 𝑖 表示最小的下标使得 c𝑘𝑖 [𝑖] > 𝐶1+𝑛𝑛，记 𝑘̂ = min𝑖∈𝐼 𝑘 𝑖，则对于任意的 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈
[ 𝑘̂ − 1] 都有 c 𝑗 [𝑖] < 𝐶1+𝑛𝑛，从而 𝑘̂ < |𝑄 | · (𝐶1+𝑛𝑛)𝑛 < 𝐶𝑛+1+𝑛𝑛+1。
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记 𝐼 ′ = {𝑖 |𝑘 𝑖 > 𝑘̂}，很显然有 |𝐼 ′ | < |𝐼 | = 𝑛，对 𝑗 ≥ 𝑘̂ 我们定义 x 𝑗 = c 𝑗 |𝐼 ′，显然

有 x 𝑗 ⊑ c 𝑗，因此我们有：

𝑞 𝑘̂ (x𝑘̂)
a𝑘̂+1−−−→ · · · a𝑘−→ 𝑞𝑘 (x𝑘) (4–13)

注意到运行满足:
• 𝑛′ def

= |{𝑖 |x𝑘̂ [𝑖] ∈ N}| = |𝐼 ′ |。
• 对于 𝑗 ∈ [𝑑] \ 𝐼 ′ 有 x𝑘̂ [ 𝑗] = 𝜔 > 𝐶1+𝑛′𝑛′。

• 对于 𝑗 ∈ 𝐼 ′ 有 x𝑘 𝑗 [ 𝑗] > 𝐶1+𝑛𝑛 > 𝐶1+𝑛′𝑛′。

因此有归纳假设存在路径 |π′ | < 𝐶 (𝑛′+1) (𝑛
′+1)

使得:

𝑞 𝑘̂ (x𝑘̂)
π′−→ 𝑞𝑘 (c) (4–14)

其中 c 满足对于 𝑗 ∈ [𝑑]有 c[ 𝑗] > 𝐶 − |𝑉 |。接下来证明 π′′ = a1 . . . a𝑘̂π′ 就是所求的

路径 π。首先考虑 π′′ 的长度：

|π′′ | = 𝑘̂ + |π′ | < 𝐶𝑛+1+𝑛𝑛+1 + 𝐶 (𝑛′+1) (𝑛
′+1) ≤ 𝐶𝑛+1+𝑛𝑛+1 + 𝐶𝑛𝑛 < 𝐶 (𝑛+1)𝑛+1 (4–15)

最后来证明 𝑞0(c0)
π′′−→ 𝑞𝑘 (c)。只需要注意到在路径的后半段 π′，其对一个维度

的影响最多为 |𝑉 | ·𝐶𝑛𝑛，因此对于满足 𝑘 𝑖 = 𝑘̂ 的维度 𝑖 由归纳假设有 c𝑘̂ [𝑖] > 𝐶𝑛
𝑛+1，

注意到:

𝐶1+𝑛𝑛 − |𝑉 | · 𝐶𝑛𝑛 = (𝐶 − |𝑉 |) · 𝐶𝑛𝑛 > 𝐶 − |𝑉 | (4–16)

从而 π′′ 是一条合理的路径，引理得证。 □

由上述引理立马可以获得下述关于正则的 KLM 序列上的性质。

4.5 给定一个正则的 KLM 序列 𝜉 = (x0𝑉0y0)a1(x1𝑉1y1)a2 . . . a𝑛(x𝑛𝑉𝑛y𝑛)，则

存在一组路径序列 {𝜋𝑖, 𝜎𝑖}以及一组向量序列 {x′𝑖, y′𝑖}满足：

• 对任意的 𝑖 ∈ [𝑛]0 有 |𝜋𝑖 |, |𝜎𝑖 | < |𝜉 | (𝑑+1)
𝑑+1

。

• 对任意的 𝑖 ∈ [𝑛]0 有 x′𝑖 ≥ x𝑖，且对于 𝑗 ∈ [𝑑]有 x𝑖 [ 𝑗] ≠ 𝜔蕴含 x′𝑖 [ 𝑗] ≥ x𝑖 [ 𝑗]。
• 对任意的 𝑖 ∈ [𝑛]0 有 y′𝑖 ≥ y𝑖，且对于 𝑗 ∈ [𝑑]有 y𝑖 [ 𝑗] ≠ 𝜔蕴含 y′𝑖 [ 𝑗] ≥ y𝑖 [ 𝑗]。
• 对任意的 𝑖 ∈ [𝑛]0 有 𝑝𝑖 (x𝑖)

𝜋𝑖−→𝑉𝑖 𝑝𝑖 (x′𝑖), 𝑞𝑖 (y′𝑖)
𝜎𝑖−−→𝑉𝑖 𝑞𝑖 (y𝑖)。

只需注意到一个正则的 KLM 序列既是可泵的也是强连通的，因此利用引

理4.4寻找到增长的路径后再利用强连通性回到起点或者终点即可。 □

最后回到定理4.1的证明。
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( 4.1 ) 令正则 KLM 序列 𝜉 = (x0𝑉0y0)a1(x1𝑉1y1)a2 . . . a𝑛(x𝑛𝑉𝑛y𝑛)，
注意到其是标准的，因此存在一个特征序列 ℎ = (m0, 𝜙0, n0) . . . (m𝑛, 𝜙𝑛, n𝑛)和齐次

特征序列 ℎ0 = (m0
0, 𝜙

0
0, n

0
0) . . . (m0

𝑛, 𝜙
0
𝑛, n0

𝑛)满足：

• |ℎ| ≤ 2|𝜉 | |𝜉 |−1, |ℎ0 | ≤ |𝜉 | |𝜉 |−2。

• 对于任何 𝑡 ∈ 𝑇𝑖 有 ℎ(𝑖) [𝜙𝑖 (𝑡)] > 0, ℎ0(𝑖) [𝜙0
𝑖 (𝑡)] > 0。

• 对于任何 𝑗 ∈ [𝑛]0 有 x𝑖 [ 𝑗] = 𝜔 蕴含 ℎ0(𝑖) [m0
𝑖 [ 𝑗]] > 0，y𝑖 [ 𝑗] = 𝜔 蕴含

ℎ0(𝑖) [n0
𝑖 [ 𝑗]] > 0。

由引理4.5存在一组路径序列 {𝜋𝑖, 𝜎𝑖}，记 𝜙𝜋𝑖 , 𝜙𝜎𝑖
是其对应的在 𝑉𝑖 上的 Parikh 像，

由上述定义存在 𝑟 ∈ N满足对任意 𝑡 ∈ 𝑇𝑖：

𝜑𝑖 (𝑡)
def
= (𝑟𝜙0

𝑖 − 𝜙𝜋𝑖 − 𝜙𝜎𝑖
) (𝑡) > 0 (4–17)

这里 𝑟
def
= 2|𝜉 |1+(𝑑+1)𝑑+1 即可。注意到 𝜑𝑖 满足 𝐸0

𝜉 中的基尔霍夫方程4–7，并且注意

到 𝑉𝑖 是强连通的，因此由欧拉引理存在一个在 𝑝𝑖 上的圈 π𝜑𝑖 满足其 Parikh 像是

𝜑𝑖，记 𝐼 𝑗 是 𝑉𝑖 中固定的维度的集合，令：

• m1
𝑖 = 𝑟m0

𝑖 + Δ(𝜙𝜋𝑖 )。
• n1

𝑖 = 𝑟n0
𝑖 − Δ(𝜙𝜎𝑖

)。
我们先说明 m1

𝑖 , n1
𝑖 ∈ N𝑑 并且满足对于 𝑗 ∈ 𝐼𝑖 有 m1

𝑖 [ 𝑗] = n1
𝑖 [ 𝑗] = 0，对于 𝑗 ∉ 𝐼𝑖 则

有 m1
𝑖 [ 𝑗], n1

𝑖 [ 𝑗] > 0。由对称性只用证明 m1
𝑖 的性质，并且由定义只需考虑 𝑗 ∉ 𝐼𝑖，

这里分两种情况讨论：

• x𝑖 [ 𝑗] ∈ N。由于 𝜉 是可泵的，因此由引理4.5，有 Δ(𝜙𝜋𝑖 ) [ 𝑗] > 0，从而有

m1
𝑖 [ 𝑗] > 0。

• x𝑖 [ 𝑗] = 𝜔。同样由引理4.5有 |𝜋𝑖 | < |𝜉 | (𝑑+1)
𝑑+1

，因此有:

m1
𝑖 [ 𝑗] > 𝑟 + Δ(𝜙𝜋𝑖 ) [ 𝑗] > 𝑟 + |𝜉 | · |𝜋𝑖 | > 0 (4–18)

因此由上述讨论，存在如下的运行：

𝑝𝑖 (m𝑖 + 𝑟m0
𝑖 )

𝜋𝑖−→ 𝑝𝑖 (m𝑖 +m1
𝑖 ), 𝑞𝑖 (n𝑖 + n1

𝑖 )
𝜎𝑖−−→ 𝑞𝑖 (n𝑖 + 𝑟n1

𝑖 ) (4–19)

由于 m1
𝑖 , n1

𝑖 ≥ 0，因此对于任意的 𝑠 ∈ N有如下的运行：

𝑝𝑖 (m𝑖 + 𝑠𝑟m0
𝑖 )
(𝜋𝑖)𝑠−−−→ 𝑝𝑖 (m𝑖 + 𝑠m1

𝑖 ), 𝑞𝑖 (n𝑖 + 𝑠n1
𝑖 )
(𝜎𝑖)𝑠−−−−→ 𝑞𝑖 (n𝑖 + 𝑠𝑟n1

𝑖 ) (4–20)

注意到 n1
𝑖 = m1

𝑖 + Δ(𝜑𝑖)以及 π𝜑𝑖 是 𝑝𝑖 上的一个圈，因此有：

𝑝𝑖 (m𝑖 + 𝑠m1
𝑖 )
(𝜋𝜑𝑖 )

𝑠

−−−−→ 𝑝𝑖 (m𝑖 + 𝑠n1
𝑖 ) (4–21)
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最后注意到 𝑉𝑖 是强连通的，因此存在一条 𝑝𝑖 到 𝑞𝑖 的路径 𝜃𝑖 满足其 Parikh 像

为 𝜙𝑖，并且由于 |𝜙𝑖 | ≤ 2|𝜉 | |𝜉 |−1，只要令 𝑠 = 𝑟 |𝜉 | |𝜉 |−2 既可以保证 𝑝𝑖 (m𝑖 + 𝑠n1
𝑖 )在运

行路径 𝜃𝑖 的时候其每一维都不会小于 0，因此有如下运行：

𝑝𝑖 (m𝑖 + 𝑠𝑟m1
𝑖 )

(π𝑖)𝑠−−−→ 𝑝𝑖 (m𝑖 + 𝑠m1
𝑖 )
(π𝜑𝑖 )

𝑠

−−−−→ 𝑝𝑖 (m𝑖 + 𝑠n1
𝑖 )

𝜃𝑖−→ 𝑞𝑖 (n𝑖 + 𝑠n1
𝑖 )
(𝜎𝑖)𝑠−−−−→ 𝑞𝑖 (n𝑖 + 𝑠𝑟n0

𝑖 )

因此路径 π = (π0)𝑠 (π𝜑0)𝑠𝜃0(𝜎0)𝑠a1 . . . an(π𝑛)𝑠 (π𝜑𝑛)𝑠𝜃𝑛(𝜎𝑛)𝑠 是一条完全的路径，最

后来计算 π 的长度：

|π| < 𝑛 + 2|𝜉 | |𝜉 |−1 + 𝑠 · 𝑟 · 𝑛 · |𝜉 | |𝜉 |−2 < |𝜉 |3 |𝜉 | (4–22)

因此定理得证，即正则 KLM 序列 𝜉 存在一条长度不超过 |𝜉 |3 |𝜉 | 的完全的路径。□

定理4.1告诉我们一旦 KLM 序列是正则的，便可以在指数空间内找寻到其可

达的一个证据，注意到对于向量加法系统 𝑉 问 𝑞(v) 是否对于 𝑝(u) 是可达的，即

相当于问 KLM 序列 u𝑉v 是否存在一条完全的路径，其中 𝑉 的起点定义为 𝑝，终

点定义为 𝑞。因此不难想象 KLMST 算法就是通过将不是正则的 KLM 序列分解至

其是若干个正则的 KLM 序列，最终在通过定理4.1获取其可达的路径，而在下一

节中我们将仔细介绍这个分解算法的流程。

4.3

Decomposition of KLM sequence ξ

ξ satisfiable?

Return NO
N

Y ξ
Strongly connected?

N

Y

(1)
{ξ1}

ξ

saturated? N

Y

(2)

ξ

{ξ2}

standard KLM sequence ξ normal?

Y

N

∃path π |π| < |ξ|3|ξ|

{ξ′}
not pumpable (5)

{ξ3}

ξstandard KLM sequence ξ

{ξ4} N

Y
Y

N

(3)
(4)

unboundedness?

rigid?

图 4–2 KLM序列分解

Figure 4–2 Decomposition of KLM sequence
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本节将介绍整个分解算法的流程。图4–2展示了 KLM 序列的分解流程，事实

上我们可以将任何一个 KLM 序列首先转化为标准的 KLM 序列，然后通过不停的

判断其是否正则，最终将其转化为一个是正则的 KLM 序列。

如图4–2所示，对一个序列的分解可能会破坏其他性质，因此为了证明该分解

是可终止的，我们首先来定义关于 KLM 序列的秩 (rank) 的概念。

对于一个向量加法系统𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴)，定义对于 𝑡 ∈ 𝑇 的向量空间V𝑉 (𝑡) ⊆ Q𝑑，
其是所有在 𝑉 里包含 𝑡 的圈的增量所张成的空间，令其所有的圈的增量张成的向

量空间为 V ⊆ Q𝑑，则显然 V𝑉 (𝑡) 是 V的子空间，而下面说明强连通性和无界性

都能使其跟 V相同。

4.6 (Leroux[79]) 给定一个强连通的向量加法系统 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴)，对于任意

的 𝑡 ∈ 𝑇 有 V𝑉 (𝑡) = V。

V𝑉 (𝑡) ⊆ V是显然的，考虑另一方向由于 𝑉 是强连通的，因此存在 𝑉 上的

一个圈 π 满足其经过了𝑉 上所有的边，从而 Δ(π) ∈ V𝑉 (𝑡)。令 π1, . . . π𝑘 生成𝑉，则

由 π 的构造 π + π 𝑗 都可表示为 𝑉 上的某个包含 𝑡 的圈，从而对于任意 𝑗 ∈ [𝑘] 有

Δ(π + π 𝑗) ∈ V𝑉 (𝑡)，因此 Δ(π 𝑗) ∈ V𝑉 (𝑡)，即 V ⊆ V𝑉 (𝑡)，引理得证。 □

4.7 (Leroux[79]) 给定一个强连通的 KLM 序列 x𝑉y，令其无限的边的集合

为 𝑇 ′，将只包含 𝑇 ′ 里边的圈的增量长成的空间记为 V′，则 V = V′ 蕴含 𝑇 = 𝑇 ′。

令 ℎ0 = m0𝜙0n0 是其的一个齐次特征序列满足对于任意 𝑡 ∈ 𝑇 有 𝜙0(𝑡) > 0。

由于𝑉 是强连通的可知存在一个包含了所有 𝑡 ∈ 𝑇 的圈 π，记其 Parikh 像为 𝜙π，由

条件 V = V′，则存在由 𝑇 ′ 中组成的圈 𝜃1 . . . 𝜃𝑘 以及 𝑐1, . . . 𝑐𝑘 满足：

Δ(π) =
𝑘∑
𝑖=1

𝑐𝑖Δ(𝜃𝑖) (4–23)

记圈 𝜃𝑖 的 Parikh 像为 𝜙𝜃𝑖，显然该 Parikh 像满足对任意的 𝑡 ∈ 𝑇 \ 𝑇 ′ 有 𝜙𝜃𝑖 (𝑡) = 0。

令 𝑀 = max𝑖∈[𝑘 ], 𝑡 ∈𝜃𝑖 𝑐𝑖𝜙𝜃𝑖 (𝑡)，则 𝑀𝜙0 满足对于任何 𝑖 ∈ [𝑘] 有:

∀𝑡 ∈ 𝑇 ′, 𝑀𝜙0(𝑡) − 𝑐𝑖𝜙𝜃𝑖 (𝑡) > 0 (4–24)

令 𝜙′0 = 𝑘𝑀𝜙0 −
∑𝑘
𝑖=1 𝑐𝑖𝜙𝜃𝑖 + 𝜙π，注意到其是可以满足基尔霍夫方程的，从而 ℎ′0 =

(𝑘𝑀m0)𝜙′0(𝑘𝑀n0) 也是一个齐次特征序列，因此有 𝑇 ⊆ 𝑇 ′，从而 𝑇 = 𝑇 ′，引理得

证。 □
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由上述边生成的向量空间可以定义一个向量加法系统的秩，令其秩 rank(𝑉) =
(𝑟𝑑, . . . , 𝑟0) ∈ N𝑑+1 是一个 𝑑 + 1 维的自然数向量定义为：

𝑟𝑖 = |{𝑡 |dim(V𝑉 (𝑡) = 𝑖)}|, 𝑖 ∈ [𝑑]0 (4–25)

而对于一个 KLM 序列 𝜉 = (x0𝑉0y0)a1(x1𝑉1y1)a2 . . . a𝑛(x𝑛𝑉𝑛y𝑛)，其秩定义为

rank(𝜉) = ∑𝑛
𝑖=1 rank(𝑉𝑖)，秩之间使用 <𝑙𝑒𝑥 比较关系，注意到 (N𝑑+1, <𝑙𝑒𝑥) 是一个

良序，其序数类型为 𝜔𝜔。

该秩是 Leroux19 年在 [79] 所提出来的，其通过表示边产生的向量空间的维度

的向量找出了一个新的终止关系，并且其序数类型为 𝜔𝜔，最终使得该算法能落到

Ackermann 里。而在此之前对于 KLM 序列的秩则是定义为由 r𝑖 = (𝑛𝑖1 , 𝑛𝑖2 , 𝑛𝑖3) 组
成的多重集，其中 r𝑖 是 KLM 序列中第 𝑖 部分 x𝑖𝑉𝑖y𝑖 的秩，其定义为：

• 𝑛𝑖1 = 𝑑 −max{|{ 𝑗 |x𝑖 [ 𝑗] ∈ N}|, |{ 𝑗 |y𝑖 [ 𝑗] ∈ N}|}。
• 𝑛𝑖2 = |𝑇𝑖 |。
• 𝑛𝑖3 = 2𝑑 − |{ 𝑗 |x𝑖 [ 𝑗] ∈ N}| − |{ 𝑗 |y𝑖 [ 𝑗] ∈ N}|

其三元组用的是字典序 <𝑙𝑒𝑥，该序关系则是定义在多重集上的[149]，从而其序数类

型为 𝜔𝜔
3
，最终获得了 F𝜔3 的界，而在 [85] 中进一步获得了序数类型为 𝜔𝜔 (𝑑+1) 的

秩，将算法上界提升到了 F𝜔2。

4.3.1 KLM

下面先来介绍转换为标准 KLM 序列的步骤。转换成强连通的 KLM 序列是简

单的，如图4–3只需要将其分解成若干个强连通的子图 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3，然后将其不能强

连通的部分用外在的规则连接起来即可。注意到这些子图可能之间不止一条路径，

因此最后分解成的是若干个强连通的 KLM 序列，即 𝜉 最终被分解成了三个强连

通的 KLM 序列 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3，这也就是图4–2中的 (1)，具体请看下列引理。

4.8 给定一个不是强连通的 KLM 序列 𝜉，可以在 2𝑂 ( |𝜉 |) 的时间内构造出一

组有限的强连通序列集合 Ξ = {𝜉 ′} 满足 𝐿 𝜉 =
⋃
𝜉 ′∈Ξ 𝐿 𝜉 ′, |𝜉 ′ | ≤ |𝜉 |, rank(𝜉 ′) <𝑙𝑒𝑥

rank(𝜉)。

令 𝜁 = x𝑖𝑉𝑖y𝑖 是 𝜉 不是强连通的部分，则由有向图的定义存在 𝑘 ≤ |𝑄𝑖 | ∈ N
使得 𝑉𝑖 可以分解成 𝑉𝑖1 . . . 𝑉𝑖𝑘 这 𝑘 个强连通的部分，满足 𝑝𝑖 是 𝑉𝑖1 的起点，𝑞𝑖 是

𝑉𝑖𝑘 的终点，并且这 𝑘 个部分形成一个起点是 𝑉𝑖1 终点是 𝑉𝑖𝑘 的有向无环图 𝐺 𝑖。

则对于 𝐺 𝑖 上一条从 𝑉𝑖1 到 𝑉𝑖𝑘 的路径 𝑉 𝑗0𝑡1 . . . 𝑡𝑙𝑉 𝑗𝑙，其中 𝑡𝑖 = (𝑝𝑖, a𝑖, 𝑞𝑖) 满足

𝑝𝑖 ∈ 𝑉 𝑗𝑖−1 , 𝑞
𝑖 ∈ 𝑉 𝑗𝑖，构造如下新的 KLM 序列 𝜁 ′：
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V3
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y
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a4

r1

r1 r3

r3 r4

r4

r2

r5

r5

r5

ω

ω

ω

ω ω

ω ω ω

ω ω

ξ

ξ1

ξ2

ξ3

(1)

图 4–3 KLM序列分解-(1)

Figure 4–3 Decomposition of KLM sequence(1)

• 𝜁 ′ = (x𝑖𝑉 𝑗0𝜔)a1(𝜔𝑉 𝑗1𝜔) . . . a𝑙 (𝜔𝑉 𝑗𝑙y𝑖)。
• 记 𝑝0 = 𝑝𝑖, 𝑞𝑙+1 = 𝑞𝑖，则 𝑉 𝑗𝑖 的起点为 𝑝𝑖 终点为 𝑞𝑖+1。

显然有 𝐿𝜁 ′ ⊆ 𝐿𝜁，并且有 |𝜁 ′ | = 2(𝑑 + 1) (𝑑+1) (𝑛 +∑𝑛
𝑖=1 | |a𝑖 | |1 +

∑𝑙
𝑖=0 |𝑉 𝑗𝑖 |) ≤ |𝜁 |。

并且由于 𝐺 𝑖 是有限的，因此上述路径也是有限的；同时注意到任何一条 𝜁 上的

完全的路径都能从 𝐺 𝑖 上找寻到一条对应的路径，从而将 |𝜉 |中所有不强连通的部

分都按上述方式分解后，其可以分解成一个有限的强连通 KLM 序列集合 {𝜉 ′}满

足 𝐿 𝜉 =
⋃
𝜉 ∈Ξ 𝐿 𝜉 , |𝜉 ′ | ≤ |𝜉 |，其时间显然在 2𝑂 ( |𝜉 |) 内，由定义其秩 rank(𝜉 ′) <𝑙𝑒𝑥

rank(𝜉)，引理得证。 □

接下来我们介绍如何把一个强连通的 KLM 序列变成可容忍的，即图4–2中的

(2)。事实上由引理4.2只要根据其对应的特征方程与齐次方程的解的情况，将中

间的 𝜔 作适当的代换即可。图4–4做了个简单的解释，不难验证 y0, x1 的第二维的

取值是有限的，因此其可以分解成 𝜉1, 𝜉2 两个序列，这里省略了那些不可满足的

KLM 序列，具体可见下面引理。

4.9 给定一个强连通的 KLM 序列 𝜉，可以在 2𝑂 ( |𝜉 | |𝜉 |) 的时间内构造出一

组有限的可容忍的强连通序列集合 Ξ = {𝜉 ′} 满足 𝐿 𝜉 =
⋃
𝜉 ′∈Ξ 𝐿 𝜉 ′, |𝜉 ′ | ≤

|𝜉 | |𝜉 |, rank(𝜉 ′) <𝑙𝑒𝑥 rank(𝜉)。
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V0 V1

ξ
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(2,-1,0)
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(2,0,0)

(0,0,-1)
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p0 q0 p1 q1

y0 = ω x1 = ω
x0= (1, 3, 0) y1= (0, 1, 0)

(-1,0,0)

ξ1 = x0V0(ω, 2, ω)a1(ω, 2, ω)V1y1

ξ2 = x0V0(ω, 1, ω)a1(ω, 1, ω)V1y1

(2)

图 4–4 KLM序列分解-(2)

Figure 4–4 Decomposition of KLM sequence(2)

令 𝜉 = (x0𝑉0y0)a1(x1𝑉1y1)a2 . . . a𝑛(x𝑛𝑉𝑛y𝑛)，考虑其特征序列 ℎ中那些取值有

限的 ℎ(𝑖) [[m] i [j]], ℎ(𝑖) [n𝑖 [ 𝑗]]，由引理4.2这些值 ≤ |𝜉 | |𝜉 |−1，记将 𝜉 里 x𝑖, y𝑖 对应为

𝜔 的位置换成 ≤ |𝜉 | |𝜉 |−1 的一个值的集合为 Ξ，显然 Ξ 是有限的，并且对于任何一

个 𝜉 ′ ∈ Ξ，𝜉 ′是强连通的并且有 |𝜉 ′ | ≤ |𝜉 | |𝜉 |，并且由定义其秩 rank(𝜉 ′) <𝑙𝑒𝑥 rank(𝜉)，
从而引理成立。 □

接下来我们继续进行 KLM 序列的分解，下一个考虑的性质是无界性，注意到

由引理4.2此只需要判断其齐次特征序列 ℎ0 中是否存在 ℎ0(𝑖) [𝜙0
𝑖 (𝑡)] = 0 即可判断，

因此可以在 NP 的时间内判断 𝜉 是不是无界的。下述引理说明如果 𝜉 不是无界的，

则可以将其分解成秩更小的 KLM 序列的集合。直觉上来说我们只需要将其中使

用次数有限的边全部拆出来，而由引理4.7该操作不会使得秩变大。图4–5给了个

简单的例子作直观的解释，其省略了再使用引理4.9将其变得可容忍的步骤。

4.10 给定一个可满足的强连通的 KLM 序列 𝜉，如果其不是无界的，则可以

在 2𝑂 ( |𝜉 | |𝜉 |
|𝜉 | ) 的时间内构造出一组可容忍可满足的强连通序列集合 Ξ = {𝜉 ′} 满足

𝐿 𝜉 =
⋃
𝜉 ′∈Ξ 𝐿 𝜉 ′, |𝜉 ′ | ≤ |𝜉 | |𝜉 |

|𝜉 |+1
, rank(𝜉 ′) <𝑙𝑒𝑥 rank(𝜉)。

令 𝜉 = (x0𝑉0y0)a1(x1𝑉1y1)a2 . . . a𝑛(x𝑛𝑉𝑛y𝑛)，假设 x𝑖𝑉𝑖y𝑖 不是无界的，令 𝑇 ′𝑖 表

示其无限的边，考虑一个边序列 𝜁 = 𝑡1𝑡2 . . . 𝑡𝑘，其中 𝑡 𝑗 = (𝑝 𝑗 , a 𝑗 , 𝑞 𝑗) ∈ 𝑇𝑖 \ 𝑇 ′𝑖 , 𝑘 ≤
|𝜉 | |𝜉 |，我构造如下的 KLM 序列 𝜉𝑖 = (x0𝑉0y0)a1 . . . a𝑘 (x𝑘𝑉 𝑘y𝑘):

• x0 = x𝑖, y𝑘 = y𝑖。
• 对 𝑗 ∈ [𝑘], 𝑙 ∈ [𝑘 − 1]0 有 x 𝑗 = y𝑙 = 𝜔。
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图 4–5 KLM序列分解-(3)

Figure 4–5 Decomposition of KLM sequence(3)

• 𝑉0 的起点是 𝑝𝑖，终点是 𝑝1;𝑉 𝑘 的起点是 𝑞𝑘，终点是 𝑞𝑖。对于 𝑗 ∈ [𝑘 − 1]，
𝑉 𝑗 的起点是 𝑞 𝑗，终点是 𝑝 𝑗+1。

• 对于 𝑗 ∈ [𝑘]0，𝑉 𝑗 的构造是由起点出发用 𝑇 ′𝑖 中所有能用的边构造成的 𝑉𝑖 的

子向量加法系统，如果其不能到达终点，则放弃这个边序列。

将 𝜉𝑖 替换 x𝑖𝑉𝑖y𝑖 后可以得到新的 KLM 序列，类似的将所有不无界的部分都用这

种方式替换，我们得到一个无界的 KLM 序列，将通过这种方法构造的新的 KLM
序列的集合定义为 Ξ。注意到 𝜁 的个数是有限的，而则由引理4.2，任何一个特征序

列 ℎ里𝑇𝑖 \𝑇 ′𝑖 的边的使用之和不超过 |𝜉 | |𝜉 |，因此 ℎ一定也是其中某一个新 KLM 序

列的特征序列，从而有 𝐿 𝜉 =
⋃
𝜉 ′∈Ξ 𝐿 𝜉 ′，并且有 ∀ 𝜉 ′ ∈ Ξ, |𝜉 ′ | ≤ |𝜉 | |𝜉 |，由引理4.7该

构造不会产生能构造更大的向量空间的 𝑉，从而有 ∀ 𝜉 ′ ∈ Ξ, rank(𝜉 ′) <𝑙𝑒𝑥 rank(𝜉)。
最后注意到 Ξ 里的 KLM 序列已经是强连通的了，忽略到其中不满足的 KLM

序列，由引理4.9，我们可以构造出有限集 Ξ′ =
⋃
𝜉 ∈Ξ Ξ𝜉，其中的 KLM 序列都是

可容忍可满足强连通的，并且有 ∀ 𝜉 ′ ∈ Ξ′, |𝜉 ′ | ≤ |𝜉 | |𝜉 | |𝜉 |+1，引理得证。 □

最后我们来说明如何将不固定的 KLM 序列分解成固定的 KLM 序列。事实上

由引理4.3可知，可以在多项式时间内判断一个 KLM 序列是否是固定的，而转换

成固定的 KLM 序列的方法也很简单，如果起点和终点不满足条件，则说明该序
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列是不可满足的，另一方面对于其他的节点如果不满足该要求，其实是说明一条

完全的路径不会经过这个节点，因此只要删除掉那个点即可。图4–6给了个直观的

例子表示，下述引理则阐述了这一操作。

(0,2,0)

(0,-2,0) (0,-4,0)

(0,2,0)

(1,0,0) (0,0,1)

(0,4,0)

p q

r

x= (0, 0, 0) y= (1, 2, 3)ξ

(4)
(0,2,0)

(1,0,0) (0,0,1)

p q

x= (0, 0, 0) y= (1, 2, 3)ξ′

图 4–6 KLM序列分解-(4)

Figure 4–6 Decomposition of KLM sequence(4)

4.11 给定一个可满足的强连通的 KLM 序列 𝜉，如果其不是固定的，则可

以在 2𝑂 ( |𝜉 | |𝜉 |) 的时间内构造出一组可容忍可满足的强连通序列集合 Ξ = {𝜉 ′}满足

𝐿 𝜉 =
⋃
𝜉 ′∈Ξ 𝐿 𝜉 ′, |𝜉 | |𝜉 |, rank(𝜉 ′) <𝑙𝑒𝑥 rank(𝜉)。

令 𝜉 = (x0𝑉0y0)a1(x1𝑉1y1)a2 . . . a𝑛(x𝑛𝑉𝑛y𝑛)，假设 x𝑖𝑉𝑖y𝑖 不是固定的，令 𝐼𝑖 ⊆
[𝑑] 是 𝑉𝑖 固定的维度，则由引理4.3，存在 𝑗 ∈ 𝐼𝑖 使得其对应的偏移函数 𝑓 𝑗 存在下

述三种状况之一：

• x𝑖 [ 𝑗], y𝑖 [ 𝑗] ∈ N但是 x𝑖 [ 𝑗] − 𝑓 𝑗 (𝑝𝑖) ≠ y𝑖 [ 𝑗] − 𝑓 𝑗 (𝑞𝑖)。
• x𝑖 [ 𝑗] ∈ N并存在 𝑟 ∈ 𝑄𝑖 使得 x𝑖 [ 𝑗] − 𝑓 𝑗 (𝑝𝑖) + 𝑓 𝑗 (𝑟) < 0。

• y𝑖 [ 𝑗] ∈ N并存在 𝑟 ∈ 𝑄𝑖 使得 y𝑖 [ 𝑗] − 𝑓 𝑗 (𝑞𝑖) + 𝑓 𝑗 (𝑟) < 0。

事实上若是第一种情况，则 x𝑖𝑉𝑖y𝑖 是不可满足的。考虑后面两种情况，显然 𝑟 ≠

{𝑝𝑖, 𝑞𝑖}，我们构造新的 x𝑖𝑉 ′𝑖 y𝑖 来代替原来的部分，其中 𝑉 ′𝑖 是将 𝑉𝑖 中 𝑟 和与 𝑟 有关

的所有的规则去掉以后得到的新的向量加法系统，其起点和终点保持不变，令新

得到的 KLM 序列为 𝜉 ′，显然我们有 |𝜉 ′ | ≤ |𝜉 |, rank(𝜉 ′) <𝑙𝑒𝑥 rank(𝜉)。下面我们证

明 𝐿 𝜉 ′ = 𝐿 𝜉，只需说明 𝜉 的任何一个完全的路径都不会经过 𝑟 即可。事实上，令:

𝑝0(c0)
a1

−→ 𝑝1(c1)
a2

−→ · · · a𝑘−→ 𝑝𝑘 (c𝑘) (4–26)

是 x𝑖𝑉𝑖y𝑖 的一个成功的路径，其中 𝑝0 = 𝑝𝑖, 𝑝𝑘 = 𝑞𝑖, c0 ⊑ x𝑖, c𝑘 ⊑ y𝑖。如果 x𝑖 [ 𝑗] ∈ N，

则我们有 c0 [ 𝑗] = x𝑖 [ 𝑗]，并有归纳可知对任意的 𝑙 ∈ [𝑘]，有：

c𝑙 [ 𝑗] = c0 [ 𝑗] − 𝑓 𝑗 (𝑝𝑖) + 𝑓 (𝑝𝑘) = x𝑖 [ 𝑗] − 𝑓 𝑗 (𝑝𝑖) + 𝑓 (𝑝𝑘) ≥ 0 (4–27)
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从而 𝑟 ∉ {𝑝𝑖 |𝑖 ∈ [𝑘]0}，同理可证 y𝑖 [ 𝑗] ∈ N的情况，注意到上书可以在多项式时间

内完成，我们再将 𝜉 ′ 转换成可容忍可满足的强连通序列，由引理4.8和引理4.9可

知，可以在 2𝑂 ( |𝜉 | |𝜉 |) 的时间内构造出一组可容忍可满足的强连通序列集合 Ξ = {𝜉 ′}
满足 𝐿 𝜉 =

⋃
𝜉 ′∈Ξ 𝐿 𝜉 ′, |𝜉 | |𝜉 |, rank(𝜉 ′) <𝑙𝑒𝑥 rank(𝜉)，引理得证。 □

至此我们已经处理完了所有标准 KLM 序列所具备的性质，由引理4.8至引

理4.11可知，在执行图4–2中的 (1) − (4) 步时，每一次分解都是降低其的秩，因

此其过程是可以终止的，即最终会获得一组标准 KLM 序列的集合 Ξ 满足 𝐿 𝜉 =⋃
𝜉 ′∈Ξ 𝐿Ξ，将其分解视作一棵树，则存在一个初等函数 ℎ 使得对于该分解树上父

子节点的两个 KLM 序列的 𝜉, 𝜉 ′ 满足 |𝜉 ′ | ≤ ℎ(|𝜉 |)，即下述定理：

4.2 令 ℎ(𝑥) = 𝑥𝑥
𝑥+1

，给定一个 KLM 序列 𝜉，可以计算出一个有限的标准

KLM 序列集合 Ξ 满足 𝐿 𝜉 =
⋃
𝜉 ′∈Ξ 𝐿 𝜉，并且对于每个 𝜉 ′ ∈ Ξ，都存在一个分解序

列 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑘 满足：

• 𝜉1 = 𝜉, 𝜉𝑘 = 𝜉 ′。

• 对于 𝑗 ∈ [𝑘 − 1] 有 rank(𝜉 𝑗) <𝑙𝑒𝑥 rank(𝜉 𝑗+1), |𝜉 𝑗+1 | ≤ ℎ(|𝜉 𝑗 |)。

4.3.2 KLM

本节将介绍如何分解成一个正则 KLM 序列。定理4.2说明了如何将一个 KLM
序列 𝜉 分解成标准 KLM 序列，因此其距离正则 KLM 序列只欠一个可泵性的性

质。由引理4.4可知，如果其不是可泵的，则一定存在某一维有上界。因此对于不

可泵的标准 KLM 序列，其想法核心是降维，即把有上界的那一维编码进状态里，

即将那一维变成向量加法系统中固定的一维，从而消除了原先不可泵的维数。注

意到其会导致标准性被破坏，因此需要继续使用定理4.2将其分解为标准 KLM 序

列后再进行可泵性的判定。

下面来具体的描述该过程。令 𝜉 = (x0𝑉0y0)a1(x1𝑉1y1)a2 . . . a𝑛(x𝑛𝑉𝑛y𝑛) 是一个

标准 KLM 序列，如果其不是可泵的，则存在一个部分 x𝑖𝑉𝑖y𝑖 不是可泵的，则由引

理4.4可知，存在不固定的 𝑟 ∈ [𝑑] 使得其关于 𝑟 是不可泵的，不妨令其是前不可

泵的，则有 x𝑖 [𝑟] = 𝐴 < 𝐵，这里 𝐵 = (2|𝜉 |)1+𝑑𝑑。令 (𝐵)表示 [𝐵] ∪ {0, 𝜔}，下面定

义向量加法系统 𝑉𝑟𝑖 [𝑏] = (𝑄𝑟𝑖 , 𝑇 𝑟𝑖 , 𝑝𝐴𝑖 , 𝑞𝑏𝑖 ):
• 𝑄𝑟𝑖 = {(𝑝, 𝑛) |𝑝 ∈ 𝑄𝑖, 𝑛 ∈ (𝐵)}。
• 𝑇 𝑟𝑖 = {((𝑝, 𝑚), a, (𝑞, 𝑛)) | (𝑝, a, 𝑞) ∈ 𝑇𝑖, 𝑛 = 𝑚 + a[𝑟] ∨ 𝑚 = 𝑛 = 𝜔 ∨ 𝑚 + a[𝑟] >
𝐵, 𝑛 = 𝜔, 𝑚 = 𝜔⇒ 𝑝 ≠ 𝜔}。

• 𝑝𝐴𝑖 = (𝑝𝑖, 𝐴), 𝑞𝑏𝑖 = (𝑞𝑖, 𝑏)。
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令 𝜉𝑖 = x𝑖𝑉𝑖y𝑖，构造集合 Ξ𝑟𝑖 :

Ξ𝑖
def
= {𝜉𝑟 ,𝑏𝑖 |𝜉

𝑟 ,𝑏
𝑖 = x𝑖𝑉𝑟𝑖 [𝑏]y𝑖 ∧ 𝑏 ∈ (𝐵)}
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图 4–7 KLM序列分解-(5)

Figure 4–7 Decomposition of KLM sequence(5)

图4–7给了个直观的例子解释，显然其中标准 KLM 序列 𝜉 里 𝑉0 对于 {1, 2}是

前不可泵的，对其第二维作降维之后便分解成了 𝜉2,0, 𝜉2,1, 𝜉2,𝜔 这三条新的 KLM
序列。下面证明 Ξ𝑟𝑖 会是 𝜉𝑖 的一个分解。
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4.12 对于任意 𝑏 ∈ (𝐵)，有 rank(𝜉𝑟 ,𝑏𝑖 ) <𝑙𝑒𝑥 rank(𝜉𝑖)。

令 V𝑖 表示 𝑉𝑖 中所有圈的增量张成的向量空间，令 dim(V𝑖) = 𝑘。注意到 𝑉𝑖

是强连通的，因此对于 𝑡 ∈ 𝑇𝑖 有 V𝑉𝑖 (𝑡) ⊆ V𝑖。并且由于 𝑟 不是 𝑉𝑖 中固定的，因此

一定存在 v ∈ V𝑖 满足 v[𝑟] > 0，并且由引理4.6有 rank(𝜉𝑖) [𝑑 + 1 − 𝑘] = |𝑇 |。
对于 𝑡 ′ = ((𝑝, 𝑚), a, (𝑞, 𝑛)) ∈ 𝑉 𝑖𝑟 [𝑏]，分三种情况讨论：

• 𝑚, 𝑛 ≠ 𝜔。注意到这种边形成的圈 𝜃 一定满足 Δ(𝜃) [𝑟] = 0，因此由其构成

的向量空间 V𝑉 𝑟
𝑖 [𝑏] (𝑡

′)一定满足：V𝑉 𝑟
𝑖 [𝑏] (𝑡

′) ⊊ V𝑖。
• 𝑚 ≠ 𝜔, 𝑛 = 𝜔。注意到这样子的边不会在𝑉𝑟𝑖 [𝑏]有圈，因此V𝑉 𝑟

𝑖 [𝑏] (𝑡
′) = {0}。

• 𝑚 = 𝜔，由定义 𝑛 = 𝜔。注意到此时 𝑝 ≠ 𝑝𝑖，因此最多有 |𝑇 | − 1 条这样的边，

从而 rank(𝜉𝑟 ,𝑏𝑖 ) [𝑑 + 1 − 𝑘] ≤ |𝑇 | − 1。

综上所述，有 rank(𝜉𝑟 ,𝑏𝑖 ) <𝑙𝑒𝑥 rank(𝜉𝑖)，引理得证。 □

4.13 令 𝑅 是 𝜉𝑖 所有不前可泵的维度的集合，则存在 𝑟 ∈ 𝑅 使得 𝐿 𝜉𝑖 =⋃
𝜉 ′∈Ξ𝑖

𝐿 𝜉𝑖。

⊇方向是显然的，下面来证 ⊆。令 π = a1 . . . a𝑘 是 𝜉𝑖 中一个成功的路径，则

存在 m0, . . .m𝑘 ∈ N𝑑 满足：

𝑝0(m0)
a1

−→ · · · ak

−→ 𝑝𝑘 (m𝑘) (4–28)

其中 𝑝0 = 𝑝𝑖, 𝑝
𝑘 = 𝑞𝑖。如果存在 𝑟 ∈ 𝑅 使得对于任意的 𝑙 ∈ [𝑘] 有 m𝑙 [𝑟] ≤ 𝐵，

则 π ∈ 𝐿 𝜉 𝑟𝑖 [m𝑘 [𝑟 ] ]。反之，对任意的 𝑟 ∈ 𝑅 存在最小 𝑙𝑟 ∈ [𝑘] 有 m𝑙𝑟 [𝑟] > 𝐵，令

𝑙 = max𝑟 ∈𝑅 𝑙𝑟，则存在 𝑟 ∈ 𝑅 使得，对于任意的 𝑗 ∈ [𝑙 − 1] 有 m 𝑗 [𝑟] ≤ 𝐵。接下来

分两种情况讨论：

• 如果对于任意的 𝑗 ∈ {𝑙, . . . , 𝑘}有 𝑝 𝑗 ≠ 𝑝𝑖，则有 π ∈ 𝐿 𝜉 𝑟𝑖 [𝜔 ]。
• 如果存在 𝑗 ∈ {𝑙, . . . , 𝑘}, 𝑝 𝑗 = 𝑝𝑖，则说明存在一条 𝑝 𝑗 到 𝑝𝑖 的路径，令其最

短的路径为 𝜃，显然有 |𝜃 | < |𝑄𝑖 |。令 c𝑖 = m𝑖 |𝑅，则有:

𝑝0(c0)
a1

−→ · · · al

−→ 𝑝𝑙 (c𝑙) (4–29)

由引理4.4存在一条路径 𝜎 和 c 满足 𝑝0(c0)
𝜎−→ 𝑝𝑙 (c)，并且有对于任意 𝑗 ∈

[𝑑] 有 c[ 𝑗] > 2|𝜉 | − |𝑉𝑖 |。从而有：

𝑝0(c0)
𝜎𝜃−−→ 𝑝0(c′) (4–30)

其中对于任意的 𝑟 ∈ 𝑅 有 c′[𝑟] ∈ N，|𝜎𝜃 | < 𝐵𝑑3
。注意到固定的维度并不需

要考虑，而对于其余的维度，其都是前可泵的，由定义存在路径 𝜁 满足：

𝑝0(x𝑖)
𝜁−→ 𝑝0(x′) (4–31)
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其中 x′ ≤ x𝑖，并且对于前可泵的 𝑗 有 x′[ 𝑗] > x𝑖 [ 𝑗]。因此由单调性，有：

𝑝0(x𝑖)
𝜁 |𝜉 |·𝐵

𝑑3
𝜎𝜃−−−−−−−−→ 𝑝0(x′′) (4–32)

其中 x′′ ≥ x，并且对于 𝑟 ∈ 𝑅 有 x′′[𝑟] > x[𝑟]，与 𝑅 的定义矛盾，从而引理

得证。 □

由上述两个引理不难得到对于非正则的标准 KLM 序列的分解方法，即下述定理：

4.3 令 𝑔(𝑥) = (2𝑥)2+𝑑𝑑，给定一个非正则的标准 KLM 序列 𝜉，可以在 2𝑂 (𝑔 ( |𝜉 |))

的时间内分解成一组有限的 KLM 序列集合 Ξ = {𝜉 ′} 满足 𝐿 𝜉 =
⋃
𝜉 ′∈Ξ 𝐿 𝜉 , |𝜉 ′ | ≤

𝑔( |𝜉 |), rank(𝜉 ′) <𝑙𝑒𝑥 rank(𝜉)。

Leroux 在 [79] 里对该算法的阐述与这不尽相同，其将可满足可容忍强连通的

KLM 序列称之为纯净的 KLM 序列 (clean KLM sequence)，原因在于引理4.8和4.9不

会对别的性质造成破坏，因此只需一个确定的步骤就能将 KLM 序列分解成纯净

的 KLM 序列，而对于不固定、不无界、不可泵的 KLM 序列的分解，其可能会破

坏其他的性质，比如强连通性等。因此其实对于后三个性质而言，保障其终止性

的原因是秩的不断减少，这也是 Leroux 做纯净 KLM 序列和正则 KLM 序列分类

的原因，在其描述中分解是两步进行的。

这里本文将固定性和无界性都放在前面考虑 (文章称之为标准 KLM 序列) 的

原因是在于我们认为这几个步骤是对向量加法系统在做分解，而后面对于不可泵

的处理其实是一种降维操作。做出这一改变的初衷是希望通过这一细分去获取向

量加法系统更好的上界，但最新的结果表明 F𝜔 上界已经是最好的结果。不过，这

一想法仍有助于研究固定维的向量加法系统的可达性问题，原因在于其实该想法

给出了相邻维度向量加法系统可达性关系可能的一层联系。

4.3.3

下面用 Leroux 在 [79] 介绍该算法时的例子来完整的运行一遍该算法。图2–
1中的 𝑉 就是一个三维带状态的向量加法系统，我们来考察是否存在一条路径从

𝑝(0, 0, 2) 到 𝑞(1, 1, 0)，不难验证，所有符合的路径集合 𝐿𝑉 为：

𝐿𝑉 = {π|π = a2+3𝑛
1 a3a1+4𝑛

6 a7a1+2𝑛
8 a9, 𝑛 ∈ N ∨ π = a2+3𝑛

1 a3a4𝑛
6 a7a1+2𝑛

8 a9a6, 𝑛 ∈ N}

其等价于求 KLM 序列 𝜉 = (0, 0, 2)𝑉 (1, 1, 0) 的完全的路径，即 𝐿 𝜉 = 𝐿𝑉。下面依

据上面的算法来对 𝜉 进行分解。

注意到 𝑉 不是强连通的，因此由引理4.8, 其可以分解成如下两个 KLM 序列：
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p q

r s

a1= (0, 2, 0)

a3= (1, 0, 0)

a4= (1, 0,−2)

a6= (1,−1, 0)

a5= (1, 0,−2)

a2= (2, 2,−1) a9= (0, 0, 0)

a7= (1,−1,−2)

a8= (−2,−1, 0)

V

图 4–8 向量加法系统 𝑉

Figure 4–8 Vector Addition System with State 𝑉

• 𝜉 ′1 = (0, 0, 2)𝑉1(𝜔, 𝜔, 𝜔)a3(𝜔, 𝜔, 𝜔)𝑉2(1, 1, 0)。
• 𝜉 ′2 = (0, 0, 2)𝑉1(𝜔, 𝜔, 𝜔)a4(𝜔, 𝜔, 𝜔)𝑉2(1, 1, 0)。
其中 𝑉1, 𝑉2 如图4–9所示。由引理4.9，上述两个强连通的 KLM 序列可以转换

成如下可容忍的强连通 KLM 序列：

• 𝜉1 = (0, 0, 2)𝑉1(0, 𝜔, 2)a3(1, 𝜔, 2)𝑉2(1, 1, 0)。
• 𝜉2 = (0, 0, 2)𝑉1(0, 𝜔, 2)a4(0, 𝜔, 0)𝑉2(1, 1, 0)。

p

r

a5= (1, 0,−2) a2= (2, 2,−1)

a1= (0, 2, 0)V1

q

s

a9= (0, 0, 0) a7= (1,−1,−2)

a6= (1,−1, 0)V2

a9= (−2,−1, 0)

p

a1= (0, 2, 0)V3

q

a6= (1,−1, 0)V4

s

a9= (−2,−1, 0)

V5

a6= (1,−1, 0)

(q, 0) (q, 1)

(q, ω)

V6
a6= (1,−1, 0)

(q, 0) (q, 1)

(q, ω)

V7
(q, 0)

V8

(q, 1)

V9

图 4–9 KLM序列 𝜉 的分解

Figure 4–9 Decomposition of KLM sequence 𝜉

注意到尽管可以看出 𝜉2 中不存在完全的路径，但此时其还是可满足的。注意

到无论在 𝜉 ′1, 𝜉
′
2 中边 a7, a9 的使用次数都是有界的，因此由引理4.10可以将其分解
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成如下的 KLM 序列：

• 𝜉3 = (0, 0, 2)𝑉1(0, 𝜔, 2)a3(1, 𝜔, 2)𝑉4(𝜔, 𝜔, 𝜔)a7(𝜔, 𝜔, 𝜔)𝑉5(𝜔, 𝜔, 𝜔)a9

(𝜔, 𝜔, 𝜔)𝑉4(1, 1, 0)。
• 𝜉4 = (0, 0, 2)𝑉1(0, 𝜔, 2)a4(0, 𝜔, 0)𝑉4(𝜔, 𝜔, 𝜔)a7(𝜔, 𝜔, 𝜔)𝑉5(𝜔, 𝜔, 𝜔)a9

(𝜔, 𝜔, 𝜔)𝑉4(1, 1, 0)。
此时 𝜉4 是不可满足的，因此可以忽略。将 𝜉3 变成可容忍的 KLM 序列：

• 𝜉1
3 = (0, 0, 2)𝑉1(0, 𝜔, 2)a3(1, 𝜔, 2)𝑉4(𝜔, 𝜔, 2)a7(𝜔, 𝜔, 0)𝑉5(0, 2, 0)a9

(0, 2, 0)𝑉4(1, 1, 0)。
• 𝜉2

3 = (0, 0, 2)𝑉1(0, 𝜔, 2)a3(1, 𝜔, 2)𝑉4(𝜔, 𝜔, 2)a7(𝜔, 𝜔, 0)𝑉5(1, 1, 0)a9

(1, 1, 0)𝑉4(1, 1, 0)。
考虑 (0, 2, 0)𝑉4(1, 1, 0)和 (1, 1, 0)𝑉4(1, 1, 0)，其前两维都是不固定的，并且都

是不可泵的，将其第二维编入状态得到：

• 𝜉5 = (0, 0, 2)𝑉1(0, 𝜔, 2)a3(1, 𝜔, 2)𝑉4(𝜔, 𝜔, 2)a7(𝜔, 𝜔, 0)𝑉5(0, 2, 0)a9

(0, 2, 0)𝑉6(1, 1, 0)。
• 𝜉6 = (0, 0, 2)𝑉1(0, 𝜔, 2)a3(1, 𝜔, 2)𝑉4(𝜔, 𝜔, 2)a7(𝜔, 𝜔, 0)𝑉5(1, 1, 0)a9

(1, 1, 0)𝑉7(1, 1, 0)。
最后对 (0, 2, 0)𝑉6(1, 1, 0) 和 (1, 1, 0)𝑉7(1, 1, 0) 做强连通性的处理后得到了两

条正则的 KLM 序列：

• 𝜉7 = (0, 0, 2)𝑉1(0, 𝜔, 2)a3(1, 𝜔, 2)𝑉4(𝜔, 𝜔, 2)a7(𝜔, 𝜔, 0)𝑉5(0, 2, 0)a9

(0, 2, 0)𝑉8(1, 1, 0)a6(1, 1, 0)𝑉9(1, 1, 0)。
• 𝜉8 = (0, 0, 2)𝑉1(0, 𝜔, 2)a3(1, 𝜔, 2)𝑉4(𝜔, 𝜔, 2)a7(𝜔, 𝜔, 0)𝑉5(1, 1, 0)a9

(1, 1, 0)𝑉9(1, 1, 0)。
由定理4.1可知如果 𝜉7, 𝜉8 存在完全的路径，则会存在着长度不超过 𝑥3𝑥 的完

全的路径，这里 𝑥 = max{|𝜉7 |, |𝜉8 |}，分解完成。

4.3.4

现在来分析一下上述算法的复杂性。由上述分解算法，对于 KLM 序列 𝜉 的分

解，我们可以获得一个秩不停减小的 KLM 序列串 𝜉1𝜉2 . . .，由定理4.2和定理4.3可

得，该序列满足：存在一个函数 𝐻 (𝑥) = max{𝑥𝑥𝑥+1 , (2𝑥)2+𝑑𝑑 }使得 |𝜉 𝑗 | ≤ 𝐻 ( |𝜉 𝑗−1 |)，
注意到 (N𝑑+1, <𝑙𝑒𝑥)是一个良序，因此由长度控制定理2.3，可知该序列的长度 𝐿 (𝜉)
至多为 𝐻𝜔𝑑+1 (𝑛)，从而最终的 KLM 序列 𝜉 ′ 的长度为：

|𝜉 ′ | ≤ 𝐻𝐿 ( 𝜉 ) (|𝜉 |) ≤ 𝐻𝜔𝑑+1 ( |𝜉 |) (4–33)
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因此由定理4.1可知，𝜉 存在一条长度不超过 𝑙 (𝐻𝜔𝑑+1 (|𝜉 |)) 的完全的路径，其中

𝑙 (𝑥) = 𝑥3𝑥，从而有：

4.4 向量加法系统的可达性问题是在 F𝜔 的，特别的对于 𝑑 维的可达性问题，

其是在 F𝑑+4 的。

给定 𝑑 维向量加法系统𝑉 和两个格局 𝑝(u)和 𝑞(v)，记 𝑛 = |𝑉 | + | |u| |1+ ||v| |1，
由上述讨论可知，如果存在一条 𝑝(u) 到 𝑞(v) 的路径，则存在一条长度不超过

𝑙 (𝐻𝜔𝑑+1 (𝑛)) 的路径，因此该问题在 F𝐻,𝜔𝑑+1 中，因为由定理2.1我们只需要遍历所

有长度不超过 𝑙 (𝐻𝜔𝑑+1 (𝑛)) 的路径即可，同时注意到 𝐻 ∈ ℱ<3，再由定理2.2可知，

该问题在 F𝑑+4，定理得证。 □

4.4
本章讨论了可达性问题最重要的算法-KLMST 分解算法。Leroux 对于该算法

的研究让大家能够更容易的理解该算法的运作方式，其也最终证明了最好的上界。

本文则给出了一个该算法新的理解方式，即分解-降维的循环，我们认为不可泵性

其实就是一种可降维的体现，因为这相当于可以通过枚举来将这一维编码进状态，

这说明了高维的可达性问题某种意义下是可以转化成低维的可达性问题，因此我

们相信其对于固定维度的可达性问题的上界有着一定的帮助。
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-Presburger

本章将介绍 Leroux 在[73, 145, 150-151] 中提出的一种跟 KLMST 分解算法不同的

可达性算法-Presburger 不变量算法。其想法是，本身可达性问题是一个半可判定

的算法，即如果一个点是可达的，那么就可以通过不断枚举的方式找到这样一条

路径。因此只需要寻找到一个点不可达的证据 (witness)。
如果一个向量加法系统满足了一些特定的条件，那么就可以比较容易的寻找

到这样的不可达证据。半线性 (semi-linear)[152], 也就是 Presburger 可定义的集合是

人们希望可达集合能满足的性质，研究者们也在满足可达集是半线性的向量加法

系统里获得了很多的进展。Hauschildt 在 [153] 证明了判定可达集是否是 Presburger
可定义的是可判定的。在一些低维的向量加法系统中，由于其可达集是 Presburger
可定义的，因此产生了许多新的结论[76-77]，具体会在章节七进一步阐述。

半线性的一个好处是可以找到一个所谓的 Presuburger 分离对，即如果一个格

局是不可达的，则可以找到两个 Presburger 集合 𝑋,𝑌，使得 𝑋 包含了所有初始格

局可以到达的格局，而 𝑌 包含了所有可以到达目标格局的格局，而这两个集合是

不相交的，这样就完成了对不可达的证据的一个寻找。但是 Hopcroft 在 [40] 证明

了 5 维以上的向量加法系统的可达集合不一定是半线性的。幸运的是，Leroux 发

现了一个关于半线性的拓展性质[150]，称为几乎半线性 (almost semi-linear)，满足

该性质的集合也同样有上述的性质，并且其进一步证明了向量加法系统的可达集

是几乎半线性的[73, 150]，最终给出了一个完全不依赖于 KLMST 分解的新的可判定

算法。

本章下面将介绍这个可判定算法。第一节将介绍 Presburger 不变量技术，我

们将说明如果一个关系是几乎半线性的，那么就会存在一个 Presburger 分离对能

够将不在这个关系里的两个元素分离开来，第二节则将证明向量加法系统的可达

集是几乎半线性的，从而完成其可达性问题的可判定算法。第三节则是本章小结。

5.1 Presburger
本节将介绍 Presburger 不变量这一技术，首先来介绍一些集合上的几何性质。

5.1.1

我们先来介绍一下锥集的相关概念以及其的一些性质。一个锥集 (conic set)
简单来说是在 Q𝑑 上的一个子集并且满足加法是封闭的，其严格定义如下：
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5.1 ( ) 一个集合 𝐶 ⊆ Q𝑑 如果满足：1. 0𝑑 ∈ 𝐶, 2. 对于 c1, c2 ∈ 𝐶 有

c1 + c2 ∈ 𝐶, 3. 对于 𝑞 ∈ Q≥0, c ∈ 𝐶 有 𝑞c ∈ 𝐶，则称 𝐶 是一个锥集。

锥集的第二个性质写也可以改写成 𝐶 + 𝐶 ⊆ 𝐶，而第三个性质可以改写写成

Q≥0𝐶 ⊆ 𝐶。

对于一个锥集 𝐶，如果存在 c1, c2 . . . c𝑘 ∈ 𝐶 使得对于任何一个 c ∈ 𝐶，都存在

𝑞1, . . . 𝑞𝑘 ∈ Q≥0 满足 c =
∑𝑘
𝑖=1 𝑞𝑖c𝑖，则称 𝐶 是有限生成的 (finitely generated)，如果

𝐶 是可以由 𝐹𝑂 (Q, +, ≤, 0)可定义的，则称 𝐶 是可定义的 (definable)。显然一个有

限生成的锥集也会是一个可定义的锥集。下面给出几个例子来帮助理解这些定义。

5.1 考虑如下三个锥集：

• 𝐶1 = Q≥0(1, 1) + Q≥0(1, 0).
• 𝐶2 = {(𝑞1, 𝑞2) ∈ Q2

>0 | 𝑞1 ≥ 𝑞2}.
• 𝐶3 = {(𝑞1, 𝑞2) ∈ Q2

>0 | 𝑞1 ≥
√

2𝑞2}.
不难验证，𝐶1 是有限生成的，𝐶2 不是有限生成的但是是可定义的，𝐶3 都不

是可定义的。

接下来介绍有关有限生成的锥集和可定义的锥集所具有的性质。为此，首先

补充一下向量空间 (vector space) 和拓扑闭包 (topological closure) 的概念。

一个向量空间 𝑉 ⊆ Q𝑑 满足 0𝑑 ∈ 𝑉, 𝑉 +𝑉 ⊆ 𝑉, Q𝑉 ⊆ 𝑉。对一个集合 𝑋 ⊆ Q𝑑，
如果 𝑉 满足对于其中任何一个元素 v, 都存在 x1, . . . x𝑘 ∈ 𝑋 和 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 ∈ Q满足：

v = 𝜆1x1 + . . . + 𝜆𝑘x𝑘 (5–1)

则称向量空间 𝑉 是由 𝑋 生成的，特别的如果 𝑋 是一个锥集，则有 𝑉 = 𝑋 − 𝑋。显

然任何一个向量空间 𝑉 ⊆ Q𝑑 可由最多 𝑑 个向量生成。定义 𝑉 的秩 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉) 为生

成 𝑉 所需要的最少的向量个数，即 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉) def
= min |𝑋 |。

给定一个集合 𝑋 ⊆ Q𝑑，其拓扑闭包 𝑋 定义为

𝑋
def
= {r|∀𝜖 > 0, ∃x ∈ 𝑋, | |r − x| |∞ < 𝜖}

如果 𝑋 = 𝑋，则称 𝑋 是闭的 (closed)，也称 𝑋 是闭集。自然的，向量空间 𝑉 是一个

闭集，如果 𝐶 是一个锥集，则 𝐶 也是一个锥集。如果 c ∈ 𝐶 满足存在一个 𝜖 ∈ Q>0

对所有的 v ∈ 𝐶 − 𝐶, | |v| |∞ < 𝜖 都有 c + v ∈ 𝐶，则称 c 是一个内点 (interior)，用

int(𝐶)表示 𝐶 中所有内点的集合。

下述引理介绍了有限生成的锥集的对偶性质。
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5.1 (duality[133]) 令 𝑉 ⊆ Q𝑑 是一个向量空间。一个锥集 𝐶 ⊆ 𝑉 是有限生成

的当且仅当存在 h1, . . . h𝑘 ∈ 𝑉 \ {0𝑑}满足：

𝐶 =
𝑘⋂
𝑗=1

{v ∈ 𝑉 |
𝑑∑
𝑖=1

h 𝑗 [𝑖]v[𝑖] ≥ 0} (5–2)

并且如下等式成立当且仅当 𝑉 可以由 𝐶 生成：

int(𝐶) =
𝑘⋂
𝑗=1

{v ∈ 𝑉 |
𝑑∑
𝑖=1

h 𝑗 [𝑖]v[𝑖] > 0} (5–3)

5.2 下面用一个例子来解释一下对偶性质。考虑如下两个在 Q2 内的锥集

(1, 2)

(2,-1)

(0,1)

(-1,1)

(1,-1)

C1 = Q≥0(1, 2) +Q≥0(1, 1) C2 = Q≥0(1, 1)

图 5–1 一个对偶性质的例子

Figure 5–1 An example of duality property

𝐶1, 𝐶2。令 𝐻1 = {(2,−1), (0, 1)}, 𝐻2 = {(−1, 1), (1,−1)}，不难发现：

• 𝐶1 = {v ∈ Q2 |2 · v[1] + (−1) · v[2] ≥ 0, 0 · v[1] + 1 · v[2] ≥ 0}.
• 𝐶2 = {v ∈ Q2 |1 · v[1] + (−1) · v[2] ≥ 0, −1 · v[1] + 1 · v[2] ≥ 0}

另一方面，注意到 𝐶1 可以生成 Q2 而 𝐶2 不能，相对应的也有：

• int(𝐶1) = {v ∈ Q2 |2 · v[1] + (−1) · v[2] > 0, 0 · v[1] + 1 · v[2] > 0}.
• int(𝐶2) ≠ {v ∈ Q2 |1 · v[1] + (−1) · v[2] > 0, −1 · v[1] + 1 · v[2] > 0}.

接下来介绍可定义的锥集的一些性质。显然有限生成的锥集都是可定义的，但

不是所有可定义的锥集都是有限生成的，比如例子5.1中的 𝐶2。但是下述两个引理

将说明可定义的锥集是可以用有限生成的锥集所来刻画的。作为帮助，下面首先

阐述可定义集合的闭包是一堆有限生成的集合的并集这一性质。
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5.2 (Leroux[73]) 给定锥集 𝑋 ⊆ Q𝑑，如果其是由 𝐹𝑂 (Q, +, ≤, 0) 可定义的，

则存在有限生成的集合 𝑋1, . . . 𝑋𝑘 满足：𝑋 =
⋃𝑘
𝑖=1 𝑋𝑘。

通过量词消去，存在 𝐴1, . . . 𝐴𝑘 ⊆ Q𝑑 × {≥, >}，使得 𝑋 可以表示为：

𝑋 =
𝑘⋃
𝑗=1

(
⋂

(h,#) ∈𝐴 𝑗

{v ∈ Q𝑑 |
𝑑∑
𝑖=1

v[𝑖] · h[𝑖] # 0}) (5–4)

记 𝑋 𝑗 =
⋂
(h,#) ∈𝐴 𝑗

{v ∈ Q𝑑 |∑𝑑
𝑖=1 v[𝑖] · h[𝑖] # 0}，令：

𝑅 𝑗 =
⋂

(h,#) ∈𝐴 𝑗

{v ∈ Q𝑑 |
𝑑∑
𝑖=1

v[𝑖] · h[𝑖] ≥ 0} (5–5)

记 𝑅 =
⋃𝑘
𝑗=1 𝑅 𝑗，由引理5.1 𝑅 𝑗 是有限生成的，并且 𝑅 是闭集。接下来只需说明

𝑋 = 𝑅。𝑋 ⊆ 𝑅 是比较简单的，注意到 𝑋 𝑗 ⊆ 𝑅 𝑗 以及 𝑅 是闭集即可。另一方面，设

r ∈ 𝑅，令 x 𝑗 ∈ 𝑋 𝑗，则有 r + Q≥0x 𝑗 ∈ 𝑋 𝑗，因此由定义 r ∈ 𝑋，即 𝑅 ⊆ 𝑋，命题得

证。 □

由引理5.2，很容易猜想是不是可以用其闭包是有限生成的这一定义去代替可

定义。遗憾的是，这一猜想仅仅在 ≤ 2 维的时候成立。考察如下的一个在三维空

间里的锥集 𝐶：

𝐶 = {(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) ∈ Q2
≥0 × Q>0 |𝑞3 = 0⇒ 𝑞2 ≤

√
2𝑞1} (5–6)

显然 𝐶 = Q3
≥0 是一个有限生成的锥集，但是稍后将会看到 𝐶 不是可定义的。

接下来刻画可定义锥集。下面的引理将说明，一个锥集是可定义的，当且仅

当其和任何一个向量空间的交的闭包都是有限生成的。

5.3 (Leroux[73]) 一个锥集 𝐶 ⊆ Q𝑑 是可定义的当且仅当对于任何一个向量

空间 𝑉，与其的交集的闭包 𝐶 ∩𝑉 都是有限生成的。

先证 ⇒ 方向。令 𝑋 = 𝐶 ∩ 𝑉，下面证明 𝑋 是有限生成的。由引理5.2有

𝑋 =
⋃𝑘
𝑗=1𝐶 𝑗，其中𝐶 𝑗 是有限生成的。注意到 𝑋 是闭的，因此

∑𝑘
𝑗=1𝐶 𝑗 ⊆

∑𝑘
𝑗=1𝐶 𝑗 = 𝑋；

另一方面由于 0𝑑 ∈ 𝐶 𝑗，因此对于 𝑗 ∈ [𝑘] 均有 𝐶 𝑗 ⊆
∑𝑘
𝑗=1𝐶 𝑗，即 𝑋 ⊆ ∑𝑘

𝑗=1𝐶 𝑗，所

以有 𝑋 =
∑𝑘
𝑗=1𝐶 𝑗，从而 𝑋 是有限生成的。

再来证⇐方向。记 𝑟 (𝐶) = 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶 − 𝐶)，对 𝑟 (𝐶) 做归纳，𝑟 = 0 时 𝐶 = {0𝑑}
命题显然成立。假设命题对于 < 𝑟 成立，即对于满足 𝑟 (𝐶) < 𝑟 的锥集 𝐶，如果对

于任何一个向量空间 𝑉，其交集的闭包都是有限生成的，则 𝐶 是可定义的。现在

考察 𝑟 (𝐶) = 𝑟 的情况，由条件令 𝑉 = Q𝑑，则有 𝐶 是有限生成的。令𝑊 = 𝐶 − 𝐶，

由引理5.1存在 w1, . . .w𝑘 ∈ 𝑊 \ {0𝑑}满足：
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• 𝐶 = ∩𝑘𝑗=1{𝑣 ∈ 𝑊} |
∑𝑑
𝑖=1 w 𝑗 [𝑖]v[𝑖] ≥ 0}.

• int(𝐶) = ∩𝑘𝑗=1{𝑣 ∈ 𝑊} |
∑𝑑
𝑖=1 w 𝑗 [𝑖]v[𝑖] > 0}.

令 𝑊 𝑗 = {𝑤 ∈ 𝑉 |
∑𝑑
𝑖=1 w[𝑖]w 𝑗 [𝑖] = 0}，注意到 w 𝑗 ∉ 𝑊 𝑗 因此有 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑊 𝑗) <

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑊) = 𝑟。𝐶 可以被分解成如下形式：

𝐶 = int(𝐶) ∪ (
𝑘⋃
𝑗=1

𝐶 ∩𝑊 𝑗) (5–7)

考虑 𝐶 𝑗 = 𝐶 ∪𝑊 𝑗，有 𝑟 (𝐶 𝑗) < 𝑟，并且对于任何一个向量空间 𝑉，𝐶 𝑗 ∩𝑉 的闭包都

是有限生成的，因此由归纳假设 𝐶 ∩𝑊 𝑗 是可定义的，从而 𝐶 是可定义的，归纳假

设成立，命题得证。 □

再回过头来看下在5–6里所定义的锥集 𝐶，令 𝑉 = {(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) ∈ Q3 | 𝑞3 = 0}，
则有:

𝐶 ′ = 𝐶 ∩𝑉 = {(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) ∈ Q2
≥0 × Q>0 | 𝑞3 = 0, 𝑞2 ≤

√
2𝑞1}

显然 𝐶 不是有限生成的，因而根据引理5.3 𝐶 不是可定义的。事实上两个可定

义的锥集的交依旧是可定义的，然而两个闭包是有限生成的锥集的交的闭包却不

一定有有限生成的性质，这也是提出可定义这一概念的原因。

5.1.2 Presburger

上一节介绍了在 Q𝑑 上锥集的一些特征。这一节将介绍在如果在 Z𝑑 上的子集

满足相似的条件（这样的集合为周期集 (periodic set)），周期集上会有怎么样的性

质。

5.2 ( ) 一个集合 𝑃 ⊆ Z𝑑 如果满足：1. 0𝑑 ∈ 𝑃, 2. 对于 p1, p2 ∈ 𝑃 有

p1 + p2 ∈ 𝑃, 3. 对于 𝑛 ∈ N≥0, p ∈ 𝑃 有 𝑛p ∈ 𝑃，则称 𝑃 是一个周期集。

考虑到一个定义在 Z𝑑 上的关系可以视作一个 Z2𝑑 的集合，因此也可以同样的

定义周期关系。不难发现，其有如下性质：

5.4 令 𝑃1, 𝑃2 ⊆ Z𝑑 是一个周期集，𝑅1, 𝑅2 是 𝑍𝑑 上的周期关系，则有：

• Q≥0(𝑃1 ∩ 𝑃2) = Q≥0𝑃1 ∩ Q≥0𝑃2。

• Q≥0(𝑅1 ◦ 𝑅2) = Q≥0𝑅1 ◦ Q≥0𝑅2。
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直接由定义验证即可，这里只证第一个。令 p ∈ Q≥0(𝑃1∩𝑃2)，则存在 𝑛 ∈ N
满足 𝑛p ∈ 𝑃1∩𝑃2，因而 p ∈ Q≥0𝑃1, p ∈ Q≥0𝑃2，从而Q≥0(𝑃1∩𝑃2) ⊆ Q≥0𝑃1∩Q≥0𝑃2。

另一方面，令 p ∈ Q≥0𝑃1 ∩ Q≥0𝑃2，则存在 𝑛1, 𝑛2 ∈ N满足：𝑛1p1 ∈ 𝑃1, 𝑛2p2 ∈ 𝑃2，

从而 𝑛1𝑛2p ∈ 𝑃1 ∩ 𝑃2，即 p ∈ Q≥0(𝑃1 ∩ 𝑃2)，因而有 Q≥0𝑃1 ∩Q≥0𝑃2 ⊆ Q≥0(𝑃1 ∩ 𝑃2)，
命题成立。 □

类似于锥集，如果存在有限的 p1, . . . , p𝑘 ∈ 𝑃满足：𝑃 =
∑𝑘
𝑖=1Np𝑖，则称 𝑃是有

限生成的。一个集合 𝑋 ⊆ Z𝑑 如果满足 𝑋 =
⋃𝑘
𝑗=1(b 𝑗 + 𝑃 𝑗)，其中 b 𝑗 ∈ Z𝑑，𝑃 𝑗 是一

个有限生成的周期集，则 𝑋 是一个半线性集。集合 𝑋 ⊆ Z𝑑 如果可以在 Presburger
算术中定义，则称 𝑋 是一个 Presburger 集。在 [152] 有：

5.1 一个集合 𝑋 ⊆ Z𝑑 是一个 Presburger 集当且仅当其是半线性的。

下面介绍一些半线性集的性质。

5.5 给定一个半线性周期集 𝑃，则 Q≥0𝑃 是有限生成的。

由定义 𝑃 =
⋃𝑘
𝑗=1 b 𝑗+𝑃 𝑗，其中 b 𝑗 ∈ Z𝑑, 𝑃 𝑗 是一个周期集。令𝐶 =

∑𝑘
𝑗=1(Q≥0b 𝑗+

𝐶 𝑗)，其中 𝐶 𝑗 = Q≥0𝑃 𝑗，下面证明 Q≥0𝑃 = 𝐶。显然 Q≥0𝑃 ⊆ 𝐶，因此只需要证明

𝐶 ⊆ Q≥0𝑃。令 p ∈ 𝑃 𝑗，对于任意的 𝑛 ∈ N有 b 𝑗 + 𝑛p ∈ 𝑃，从而 1
𝑛
b 𝑗 + p ∈ Q≥0𝑃，

即 p ∈ Q≥0𝑃，因此有 𝐶 𝑗 = Q≥0𝑃 𝑗 ⊆ Q≥0𝑃，另一方面，显然 Q≥0b 𝑗 ∈ Q≥0𝑃，从而

𝐶 ⊆ Q≥0𝑃，命题得证。 □

注意到对于任何一个周期集 𝑃 ⊆ Z𝑑，Q≥0𝑃 是一个锥集。因此可以在周期集

上定义类似可定义的概念，具体如下：

5.3 一个周期集 𝑋 ⊆ Z𝑑 如果满足 Q≥0𝑃 是可定义的，则称 𝑋 是渐近可定义

(asymptotically definable) 的。

回想引理5.3，一个可定义的锥集和任何一个向量空间的并的闭包都是有限生

成的，因此定义如下的线性化操作，将一个渐近可定义的周期集与一个有限生成

的锥集联系起来。给定一个渐近可定义周期集，定义：

lin(𝑃) = (𝑃 − 𝑃) ∩ Q≥0𝑃 (5–8)

我们称 lin(𝑃)是 𝑃 的线性化 (linearization)。下面说明 lin(𝑃)是有限生成的。

5.6 令 𝑃 ⊆ 𝑍𝑑 是渐近可定义的，则 lin(𝑃)是有限生成的。
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由定义及引理5.3，𝐶 = Q≥0𝑃 是有限生成的，因此可以令 𝐶 =
∑𝑘
𝑖=1Q≥0c𝑖，

特别的不妨假设 c𝑖 ∈ 𝑃 − 𝑃，这是因为总可以令其乘一个足够大的系数 𝑛 ∈ N使其

满足在 𝑃 − 𝑃 里。定义如下集合 𝑅：

𝑅 = {c1, . . . , ck} ∪ {c|c =
𝑘∑
𝑖=1

𝜆𝑖c𝑖, 0 ≤ 𝜆𝑖 < 1 ∧ 𝜆𝑖 ∈ Q, c ∈ 𝑃 − 𝑃} (5–9)

注意到 |𝜆𝑖 | < 1，因此存在 𝐵 ∈ N，对于任意的 c ∈ 𝑅 满足 | |c| |∞ < 𝐵，从而 𝑅 是有

限的。令 𝐿 是由 𝑅 生成的周期集，下面证明 lin(𝑃) = 𝐿。注意到 𝑅 ⊆ lin(𝑃)，因

而有 𝐿 ⊆ lin(𝑃)。对于另一个方向，设 p ∈ lin(𝑃)，则存在 𝜇1, . . . 𝜇𝑘 ∈ Q≥0 使得

p =
∑𝑘
𝑖=1 𝜇𝑖c𝑖。令 [𝜇𝑖] 表示不超过 𝜇𝑖 的最大整数，则有：

p =
𝑘∑
𝑖=1

[𝜇𝑖]c𝑖 + (
𝑘∑
𝑖=1

(𝜇𝑖 − [𝜇𝑖])c𝑖) (5–10)

注意到 r =
∑𝑘
𝑖=1(𝜇𝑖 − [𝜇𝑖])c𝑖 ∈ 𝑅，因此有 p ∈ 𝐿，从而 𝐿 = lin(𝑃)，即 lin(𝑃) 是有

限生成的，命题得证。 □

5.7 令 𝑃 ⊆ Z𝑑 是一个渐近可定义周期集，令 b ∈ lin(𝑃), c ∈ 𝑖𝑛𝑡 (Q≥0𝑃)，则

存在 𝑘 ∈ N满足 b + 𝑘c ∈ 𝑃。

由 lin(𝑃)定义，存在 p1, p2 ∈ 𝑃 满足 p1 − p2 = b；由 c 是 Q≥0𝑃 的内点，因

而存在 𝑘 ∈ N满足 c + 1
𝑘
p2 ∈ Q≥0𝑃 并且存在 𝑘2 ∈ N使得 𝑘1c ∈ 𝑃，这里不妨令 𝑘 是

𝑘1 的倍数并且令 𝑘 = 𝑘1 · 𝑘2，则有:

b + 𝑘c = p1 − p2 + 𝑘1 · (𝑘2c) + p2 = p1 + 𝑘1 · (𝑘2c) ∈ 𝑃 (5–11)
□

可以看到，线性化操作可以将一个不太好表示的渐近可定义的周期集转换成

一个好表达的有限生成的锥集。Leroux 还发现，线性化另一个特点是，尽管本来

两个渐近可定义的周期集可以是不相交的，但是其线性化后的交集可能是非空的，

但是其交集在某种‘维度’上会变的更小，这也是 Presburger 分离中最重要的一个特

征，下面来叙述这个性质。首先来描述如何定义任何一个 𝑋 ⊆ Z𝑑 的‘维度’。

5.4 (dimension) 给定一个集合 𝑋 ⊆ Z𝑑，其维度 dim(𝑋) 定义为最小的 𝑟 ∈
[𝑑]，使得存在满足一组 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉𝑖) ≤ 𝑟 的向量空间 𝑉1, . . . 𝑉𝑘 和一组 b𝑖 ∈ Z𝑑 满足

𝑋 ⊆ ⋃𝑘
𝑖=1 b 𝑗 +𝑉𝑖。

考虑到锥集和周期集具有相似的性质但不在同一个定义域，我们可以扩展维

度的概念到一个锥集 𝐶 ⊆ Q𝑑 上，定义其维度为 dim(𝐶) = dim(𝐶 ∩ Z𝑑)。
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下面的引理说明一个周期集的维度大小就是其对应的向量空间的秩。

5.8 给定一个周期集 𝑋 ⊆ Z𝑑，令 𝑉 是由 𝑋 生成的向量空间，则有 dim(𝑋) =
𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉)。

注意到 𝑋 ⊆ 𝑉，因此只需要证明 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉) ≤ dim(𝑋)。令 𝑋 ⊆ ∑𝑘
𝑖=1 b𝑖 +𝑉𝑖，下

面证明一定存在 𝑉 𝑗 满足：𝑋 ⊆ b 𝑗 + 𝑉 𝑗。反设结论不成立，则对于某个 𝑗 ∈ [𝑘] 令

p0 ∈ 𝑋\b 𝑗+𝑉 𝑗，则对于任意的 p ∈ 𝑋，存在 ℎ ∈ [𝑘], 𝑛1, 𝑛2 ∈ N满足：𝑛1p0+p, 𝑛2p0+p ∈
bℎ +𝑉ℎ，令 𝑛𝑖p0 + p = bℎ + v𝑖，其中 𝑖 = 1, 2，从而有：

p0 =
v2 − v1

𝑛2 − 𝑛1
∈ 𝑉ℎ (5–12)

p = bℎ + (v1 − 𝑛1p0) ∈ bℎ +𝑉ℎ (5–13)

由式子5–13令 p = bℎ + v，其中 v ∈ 𝑉，则有：

bℎ =
1
2
(v1 − 𝑛1p0 − v) ∈ 𝑉ℎ (5–14)

从而有 𝑋 ⊆ bℎ +𝑉ℎ ⊆ 𝑉ℎ 与假设矛盾。因此一定存在一个 𝑗 满足 𝑋 ⊆ b 𝑗 +𝑉 𝑗 ⊆ 𝑉 𝑗，
从而 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉) ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉 𝑗) ≤ dim(𝑋)，命题得证。 □

接下来的线性化定理，则是本节索要叙述的最重要的定理，也是后面 Pres-
burger 分离对技术能成立的核心所在，其说明对于两个本来不相交的带偏移的渐

近可定义的周期集，即使线性化后他们相交非空，其交集的维度会严格的减少，从

而使得这样相交非空的次数是有限的。

5.1 (Leroux[73]) 令 b1, b2 ∈ Z𝑑，𝑃1, 𝑃2 是 Z𝑑 上的两个渐近可定义的周期

集，如果其满足 b1 + 𝑃1 ∩ b2 + 𝑃2 = ∅，则令 𝑋 = b1 + lin(𝑃1) ∩ b2 + lin(𝑃2)有：

dim(𝑋) < max{dim(b1 + 𝑃1), dim(b2 + 𝑃2)} (5–15)

在正式证明该定理之前，下面先来用 Leroux 在 [73] 中提出的一个例子直观

的解释一下，考虑如下两个集合：

• 𝐶1 = b1 + 𝑃1，其中 b1 = (0, 0), 𝑃1 = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ N2 |𝑝2 ≤ 𝑝1 ≤ 2𝑝2 − 1}。
• 𝐶2 = b2 + 𝑃2，其中 b2 = (8, 3), 𝑃2 = N(1, 0) + N(3,−1)
如图5–2，左图两条蓝色线中间部分的区域 1 中所有整数点即是 𝐶1，而两条

红色线中间的区域 2 中的所有整数点即是 𝐶2，显然有 𝐶1 ∩𝐶2 = ∅。另一方面，记

𝐶 ′𝑖 = b𝑖 + lin(𝑃𝑖)，则有 𝐶 ′1 是右图中区域 1′两条蓝色线中间所有整点的集合，而 𝐶 ′2

— 71 —



第五章 可达性算法-PRESBURGER 不变量

1

2
3

1′

2′

图 5–2 一个定理5.1的例子

Figure 5–2 An example of theroem5.1

则是区域 2′ 两条红色线中间所有整点的集合，很显然其的交集不空 𝐶 ′1 ∩ 𝐶 ′2 ≠ ∅，
也就是右图中的区域 3，令该集合为 𝑋 有：

𝑋 ⊆ (8, 3) + N(1, 0)
⋃
(11, 2) + N(1, 0)

⋃
(14, 1) + N(1, 0)

⋃
(17, 0) + N(1, 0)

即 dim(𝑋) = 1，而显然 dim𝐶1 = dim(𝐶2) = 2。这也就是定理5.1想要说明的，如果

𝐶1, 𝐶2 本身是不相交的，那么即使其线性化后的 𝐶 ′1, 𝐶
′
2 后的交集非空，其交集 𝑋

的维度也会严格的减少，这为后面的 Presburger 分离提供了强有力的保障。

现在回到定理5.1的证明。其核心思想在于，线性化后产生的交集是由原来集

合的边界所引起的，从而导致最后 𝑋 的维度会变小。在 Leroux 的证明中，其用到

了如下引理：

5.9 令 𝐶≥, 𝐶≤ ⊆ Q𝑑 是两个生成同一向量空间 𝑉 的有限生成的锥集并且满

足 𝐶≥ ∩ 𝐶≤ 生成的向量空间 𝑉∩ ⫋ 𝑉，则存在一个向量 h ∈ 𝑉 \ {0} 满足，对于

# ∈ {≥, ≤}有：

𝐶# ⊆ {v ∈ 𝑉 |
𝑑∑
𝑖=1

v[𝑖] · h[𝑖] # 0} (5–16)

该引理的证明需要使用 Farkas 引理，并且之后的证明也较为复杂。下面提出

另一种证明方式，该证明由郑扬珞提出。一个关键的发现点在于，如果两个锥集

的内点组成的集合的交集是空的，其交集的维度便会严格减少，而另一方面，定

理5.1的条件其实也蕴含了 𝑖𝑛𝑡 (lin(𝑃)1) ∩ 𝑖𝑛𝑡 (lin(𝑃)1) = ∅。事实上，这一发现非常

直观；首先锥集的内点如果不相交的话，其交集都会是在边界，而边界的维度显

然是要比整个维度低的，其次在定理5.1中的条件里，如果 lin(𝑃1), lin(𝑃)2 的内点

有交集，则很容易通过乘以适当的系数放大导致 b1 +𝑃1 与 b2 +𝑃2 的交集非空。下

面严格的来叙述这个证明。
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5.10 令 𝐶1, 𝐶2 ⊆ Q𝑑 是两个生成同一向量空间 𝑉 的有限生成的锥集，并且

满足：𝑖𝑛𝑡 (𝐶1) ∩ 𝑖𝑛𝑡 (𝐶2) = ∅，则有：

dim(𝐶1 ∩ 𝐶2) < 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉) (5–17)

由引理5.1，对于 𝐶𝑖，存在一组向量 𝐻𝑖 ⊆ 𝑉 \ {0𝑑}满足：

𝐶𝑖 =
⋂
h∈𝐻𝑖

{v|𝑉 |
𝑑∑
𝑗=1

h[ 𝑗] · v[ 𝑗] ≥ 0} (5–18)

𝑖𝑛𝑡 (𝐶𝑖) =
⋂
h∈𝐻𝑖

{v|𝑉 |
𝑑∑
𝑗=1

h[ 𝑗] · v[ 𝑗] > 0} (5–19)

因此，令 𝐻 = 𝐻1 ∪ 𝐻2 有：

𝐶1 ∩ 𝐶2 =
⋂
h∈𝐻
{v|𝑉 |

𝑑∑
𝑗=1

h[ 𝑗] · v[ 𝑗] ≥ 0} (5–20)

𝑖𝑛𝑡 (𝐶1) ∩ 𝑖𝑛𝑡 (𝐶2) =
⋂
h∈𝐻
{v|𝑉 |

𝑑∑
𝑗=1

h[ 𝑗] · v[ 𝑗] > 0} (5–21)

对于 h ∈ 𝐻，定义 𝑊h = {v|𝑉 |∑𝑑
𝑗=1 h[ 𝑗] · v[ 𝑗] = 0}，注意到 h ∉ 𝑊h，所以有

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑊h) < 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉)。由条件 𝑖𝑛𝑡 (𝐶1) ∩ 𝑖𝑛𝑡 (𝐶2) = ∅，因而有:

𝐶1 ∩ 𝐶2 ⊆
⋃
h∈𝐻

𝐶1 ∩ 𝐶2 ∩𝑊h ⊆
⋃
h∈𝐻

𝑊h (5–22)

从而 dim(𝐶1 ∩ 𝐶2) ≤ maxh∈𝐻 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑊h) < 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉)，引理得证。 □

现在来开始证明定理5.1。

( 5.1 ) 如果 𝑋 是空集则定理成立。下面假设 𝑋 非空，由引理5.6可

知 𝑋 是一个半线性集，因此令 𝑋 =
⋃𝑘
𝑖=1 c𝑖 + 𝑋𝑖，其中 𝑋𝑖 是有限生成的周期集。

首先证明对任意的 𝑖 ∈ [𝑘] 有 𝑋𝑖 ⊆ Q≥0𝑃1 ∩ Q≥0𝑃2。由 c𝑖 + 𝑋𝑖 ⊆ 𝑋 可知对于

𝑗 ∈ {1, 2}和任意的 𝑛 ∈ N有：

c𝑖 − b 𝑗 + 𝑛𝑋𝑖 ⊆ lin(𝑃 𝑗) ⊆ Q≥0𝑃 𝑗 (5–23)

从而 𝑋𝑖 + 1
𝑛
(c𝑖 − b 𝑗) ⊆ Q≥0𝑃 𝑗，即 𝑋𝑖 ⊆ Q≥0𝑃 𝑗 = Q≥0𝑃 𝑗 对任意的 𝑗 = 1, 2 都成立。
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令 𝑉1, 𝑉2 是 𝑃1, 𝑃2 对应生成的向量空间，显然有 𝑋𝑖 ⊆ 𝑉1 ∩ 𝑉2，如果 𝑉1 ≠ 𝑉2，

则由引理5.8：

dim(𝑋) ≤ max
𝑖∈[𝑘 ]

dim(𝑋𝑖) ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉1 ∩𝑉2)

< max{𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉1), 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉2)}

= max{dim(b1 + 𝑃1), dim(b2 + 𝑃2)}

下面令 𝑉1 = 𝑉2 = 𝑉，接下来说明此时 Q≥0𝑃1,Q≥0𝑃2 的内点的交集为空，即

𝑖𝑛𝑡 (Q≥0𝑃1) ∩ 𝑖𝑛𝑡 (Q≥0𝑃2) = ∅。事实上，反设结论不成立，即存在 c ∈ 𝑖𝑛𝑡 (Q≥0𝑃1) ∩
𝑖𝑛𝑡 (Q≥0𝑃2)，令 b ∈ 𝑋，即 b ∈ b 𝑗 + lin(𝑃 𝑗)，则有 b − b 𝑗 ∈ lin(𝑃 𝑗), c ∈ 𝑖𝑛𝑡 (Q≥0𝑃 𝑗)，
由引理5.7，存在 𝑘 𝑗 ∈ N满足:

b − b 𝑗 + 𝑘 𝑗c ∈ 𝑃 𝑗 (5–24)

从而有 b + (𝑘1 + 𝑘2)c ∈ b1 + 𝑃1 ∩ b2 + 𝑃2，与条件矛盾。由于 𝑃 𝑗 和 Q≥0𝑃 𝑗 会生成相

同的向量空间 𝑉 𝑗，因此由引理5.10，𝑑𝑖𝑚(Q≥0𝑃1 ∩ Q≥0𝑃2) < 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉)，从而：

dim(𝑋) ≤ max
𝑖∈[𝑘 ]

dim(𝑋𝑖) ≤ 𝑑𝑖𝑚(Q≥0𝑃1 ∩ Q≥0𝑃2) (5–25)

< 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑉) = {dim(b1 + 𝑃1), dim(b2 + 𝑃2)} (5–26)
□

5.1.3 Presburger

这一节将介绍使用 Presburger 分离对的技术，即如果一个关系是几乎半线性

的，则对于不在其克莱尼星闭包关系的一对 (𝑋,𝑌 )，能找到一对 Presburger 分离对

将其严格的分离开来，从而证明其不在该关系的克莱尼星闭包。下面先来定义几

乎半线性 (almost semi-linear) 的概念。

5.5 给定一个集合 𝑋 ⊆ Z𝑑，如果 𝑋 满足对于任意的 Presburger 集 𝑆 ⊆ Z𝑑 都

有 𝑋 ∩ 𝑆 =
⋃𝑘
𝑖=1 b𝑖 + 𝑃𝑖，其中 b𝑖 ∈ Z𝑑，𝑃𝑖 ⊆ Z𝑑 是一个渐近可定义的周期集，则称

𝑋 是几乎半线性的。

半线性集是几乎半线性集的一种特例。而在下一节中我们将证明向量加法系

统的可达关系是几乎半线性的，结合在[40] 中证明的其可达关系不是半线性的，自

然能得到几乎半线性集是严格包含半线性集的。首先阐述一个关于几乎半线性的

性质，其表述为如果一个关系是几乎半线性的，则它能将一个 Presburger 集映射成

一个几乎半线性的集合。为了叙述方便，本节采用如下一些记号。令 𝑅是Z𝑑 上的一

个关系，𝑋 ⊆ Z𝑑 是Z𝑑 上的一个集合，定义 𝑋 在𝑇 上的前像 (forward image)𝑃𝑟𝑒𝑅 (𝑋)
和后像 (backward image)𝑃𝑜𝑠𝑡𝑅 (𝑋)分别为：
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• 𝑃𝑟𝑒𝑅 (𝑋) = {𝑦 | (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑋}.
• 𝑃𝑜𝑠𝑡𝑅 (𝑋) = {𝑦 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑋}.
特别的，如果前像满足 𝑃𝑟𝑒𝑅 (𝑋) ⊆ 𝑋，则称 𝑋 是关于 𝑅 的前不变量 (forward

invariant)；如果后像满足 𝑃𝑜𝑠𝑡𝑅 (𝑋) ⊆ 𝑋，则称 𝑋 是关于 𝑅 的后不变量 (backward
invariant)。

5.11 令 𝑅 是 Z𝑑 上的一个几乎半线性的关系，𝑋 ⊆ Z𝑑 是一个 Presburger 集，

则有 𝑃𝑟𝑒𝑅 (𝑋), 𝑃𝑜𝑠𝑡𝑅 (𝑋)都是几乎半线性的。

注意到令 𝑅−1 = {(𝑦, 𝑥) | (𝑥, 𝑦)}，显然 𝑅−1 也是几乎半线性的，并且有

𝑃𝑟𝑒𝑅 (𝑋) = 𝑃𝑜𝑠𝑡𝑅−1 (𝑋)，因此只需要证 𝑃𝑜𝑠𝑡𝑅 (𝑋)是几乎半线性的。

令 𝑆 ⊆ Z𝑑 是一个 Presburger 集，则 𝑋 × 𝑆 是一个 Presburger 关系，则由定义:

𝑅 ∩ (𝑋 × 𝑆) =
𝑘⋃
𝑖=1

(a𝑖, b𝑖) + 𝑅𝑖 (5–27)

其中 𝑅𝑖 是一个渐进可定义的周期关系。令 𝑃𝑖 = {𝑦 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅𝑖}，则有 𝑃𝑜𝑠𝑡𝑅 (𝑋)∩𝑆 =⋃𝑘
𝑖=1 b𝑖 + 𝑃𝑖。下面说明 𝑃𝑖 是个渐近可定义的周期集，首先由于 𝑅𝑖 是周期的，因此

𝑃𝑖 也是一个周期集。其次 𝑅𝑖 是一个渐近可定义的关系，从而 Q≥0𝑅𝑖 是可定义的。

令 𝐶𝑖 = {𝑦 | (𝑥, 𝑦) ∈ Q≥0𝑅𝑖}，下面证明 𝐶𝑖 = Q≥0𝑃𝑖。Q≥0𝑃𝑖 ⊆ 𝐶𝑖 是显然的，只用证

明 𝐶𝑖 ⊆ Q≥0𝑃𝑖。令 c ≠ 0𝑑 ∈ 𝐶𝑖，则存在 b ∈ Q𝑑 满足 (b, c) ∈ Q≥0𝑅𝑖，则由定义存在

𝑞 ∈ Q>0 满足 (𝑞b, 𝑞c) ∈ 𝑅𝑖，即有 𝑞c ∈ 𝑃𝑖, c = 1
𝑞
· 𝑞c ∈ Q≥0𝑃𝑖，从而 Q≥0𝑃𝑖 是可定

义的，即 𝑃𝑜𝑠𝑡𝑅 (𝑋)是几乎半线性的。 □

接下来介绍分离对的概念。给定两个 Presburger 集 𝑋,𝑌 ⊆ Z𝑑 和一个 Z𝑑 上的

自反传递的几乎半线性关系 𝑅∗，如果其满足 𝑅∗∩ 𝑋 ×𝑌 = ∅，则称 (𝑋,𝑌 )是一个分

离对。令 𝐷 = Z𝑑 \ (𝑋 ∪𝑌 )，称 𝐷 是分离对 (𝑋,𝑌 )的遗留域 (domain)，如果 𝐷 = ∅，
则分离对 (𝑋,𝑌 )就是 Z𝑑 的一个划分 (partition)，此时不难得到 𝑋,𝑌 便是关于 𝑅 的

一个不变量。下述引理说明对于任一个分离对 (𝑋,𝑌 )，总能将其变为一个划分。

5.12 (Leroux[73]) 给定一个 Z𝑑 上的自反传递的几乎半线性关系 𝑅∗ 和其上

的一个分离对 (𝑋,𝑌 )，如果其遗留域 𝐷 ≠ ∅，则存在一个分离对 (𝑋 ′, 𝑌 ′)满足 𝑋 ⊆
𝑋 ′, 𝑌 ⊆ 𝑌 ′，并且其遗留域 𝐷 ′ 满足 dim(𝐷 ′) < dim(𝐷)。

𝐷 是一个 Presburger 集，因此由引理5.11，𝑃𝑜𝑠𝑡𝑅∗ (𝑋) ∩𝐷 =
⋃𝑘1
𝑖=1 b𝑖 + 𝑃𝑖，其

中 b𝑖 ∈ Z𝑑，𝑃𝑖 是一个渐近可定义的周期集。定义如下的 Presburger 集：

𝑆 =
𝑘1⋃
𝑖=1

b𝑖 + lin(𝑃𝑖) (5–28)
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令𝑌 ′ = 𝑌∪(𝐷\𝑆)，注意到 𝑃𝑜𝑠𝑡𝑅∗ (𝑋)∩𝐷 ⊆ 𝑆，因此有 𝑃𝑜𝑠𝑡𝑅∗ (𝑋)∩𝑌 ′ = ∅，即 (𝑋,𝑌 ′)
也是一个分离对。通过相同的方法可以构造出相应的 𝑋 ′，其中令 𝑃𝑟𝑒𝑅∗ (𝑌 ) ∩ 𝐷 =⋃𝑘2
𝑖=1 c𝑖 +𝑄𝑖，下面证明 (𝑋 ′, 𝑌 ′) 则是满足要求的分离对，只需要考虑其遗留域 𝐷 ′。

定义集合：

𝑍 𝑗 ,𝑖
def
= b 𝑗 + lin(𝑃 𝑗) ∩ c𝑖 + lin(𝑄𝑖) (5–29)

□
则有 𝐷 ′ = 𝐷∩ (⋃1≤𝑖≤𝑘1

1≤ 𝑗≤𝑘2

𝑍 𝑗 ,𝑖)。注意到 𝑃𝑜𝑠𝑡𝑅∗ (𝑋) ∩𝑃𝑟𝑒𝑅∗ = ∅，因此对于 𝑖 ∈ [𝑘1], 𝑗 ∈
[𝑘2]有 (b 𝑗 + 𝑃 𝑗) ∩ (c𝑖 +𝑄𝑖) = ∅，从而由定理5.1可以得到 dim(𝑍 𝑗 ,𝑖) < max{dim(b 𝑗 +
𝑃 𝑗), dim(c𝑖 +𝑄𝑖)}，从而有：

dim(𝐷 ′) ≤ max dim(𝑍 𝑗 ,𝑖) < max{dim(b 𝑗 + 𝑃 𝑗), dim(c𝑖 +𝑄𝑖)} ≤ dim(𝐷)

由引理5.12可以直接得到 Presburger 的分离对定理。

5.2 (leroux[73]) 令 𝑅∗ 是一个 Z𝑑 上的自反传递的几乎半线性关系，𝑋,𝑌 ⊆
Z𝑑 是 Presburger 集，如果其满足 𝑅∗∩ (𝑋 ×𝑌 ) = ∅，则存在一个 Z𝑑 上的划分 (𝑋 ′, 𝑌 ′)
满足 𝑋 ′ 是一个后不变量 𝑌 ′ 是一个前部变量，并且有 𝑋 ⊆ 𝑋 ′, 𝑌 ⊆ 𝑌 ′。

定理5.2提供了一个证明 (𝑋×𝑌 )∩𝑅∗ = ∅的方法，即可以枚举所有的 Presburger
不变量，如果其交集真的为空，那么一定存在一个 Presburger 不变量 𝑆满足 (𝑆,Z𝑑 \
𝑆)可以把 𝑋,𝑌 给分离开来。以向量加法系统的可达性问题为例，假设其可达关系

是自反传递几乎半线性的，如果 v 对于 u 是不可达的，令 𝑋 = {u}, 𝑌 = {v}，那么

由定理5.2，一定存在一个 Presburger 不变量 (𝑆,Z𝑑 \ 𝑆) 将 𝑋,𝑌 分别包裹起来。另

一方面，如果一个格局是可达的，必然可以通过枚举所有的路径来找到这样一条

可达路径，从而获得了可达性问题的可判定性结论。

5.3 (leroux[73]) 向量加法系统的可达性问题是可判定的。

因此为了证明其可判定性，只需要证明向量加法系统的可达性关系是几乎半

线性的，这将在下一节证明该结论。

5.2
本节将证明向量加法系统的可达性关系是几乎半线性的。为了证明该结论需

要证明，对于任何一个 Presburger 集 𝑋 = (m, n) + 𝑃，
∗−→ ∩𝑋 都可以被分解成若

干个带偏移的渐近可定义的周期关系，注意到后者其实相当于在某个偏移基础上

的可达关系，因此本节首先将证明这样一种相对可达关系是渐近可定义的周期关

系，从而最终证明可达性关系是几乎半线性的。在本节固定一个 𝑑 维向量加法系

统 V = {A}。
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5.2.1

首先定义相对可达关系 (production relation)。给定一个格局 m ∈ N𝑑，定义如

下关系→m:

→m
def
= {(x, y) | m + x ∗−→ m + y, x, y ∈ N𝑑}. (5–30)

对于一个格局串 𝜌 = m1 . . .m𝑘，可以通过复合的方式来定义关于 𝜌 的相对可达关

系，即→𝜌
def
=→m1 ◦ · · · ◦ →m𝑘

。下面的引理说明相对可达关系是一个周期关系，并

且加上偏移之后其便是可达关系的一个子集。

5.13 令 m ∈ N𝑑, 𝜌 ∈ (N𝑑)∗ 分别是一个格局和格局串，则有：

• →m 是一个周期关系。

• (𝑠𝑟𝑐(𝜌), 𝑡𝑔𝑡 (𝜌))+ →𝜌⊆
∗−→。

先证第一点。令 (u1, v1), (u2, v2) ∈→m，由于 u1, v1 ∈ N𝑑，因此：u1 + u2 →m

v1 + u2, u2 + v1 →m v2 + v1，即：

u1 + u2 →m v1 + u2 →m v1 + v2 (5–31)

从而 (u1 + u2, v1 + v2) ∈→m。下面证第二点。令 𝜌 = m1 . . .m𝑛，则 𝑠𝑟𝑐(𝜌) =
m1, 𝑡𝑔𝑡 (𝜌) = m𝑛 并且令 m𝑖+1 = m𝑖 + a𝑖，其中 a𝑖 ∈ Z𝑑。假设 (u, v) ∈ 𝜌−→，则存在

x0, . . . x𝑛 满足：

• x0 = u, x𝑛 = v。

• 对于 𝑖 ∈ [𝑛] 有 x𝑖−1 →m𝑖
x𝑖，即 x𝑖−1 +m𝑖

∗−→ x𝑖 +m𝑖。

从而有：

m1 + u = m1 + x0
∗−→ m1 + x1

a1−→ m2 + x1
∗−→ · · · ∗−→ m𝑛 + x𝑛 = m𝑛 + v

即 (𝑠𝑟𝑐(𝜌) + x0, 𝑡𝑔𝑡 (𝜌) + x𝑛) ∈
∗−→。 □

下面证明相对可达关系是渐近可定义的周期关系。由引理5.4，只需要证明→m

是渐近可定义的，即 Q≥0 →m 是可定义的。由引理5.3，只要证明对于任一向量空

间 𝑉 ⊆ N𝑑，Q≥0 →m ∩𝑉 是有限生成的，为了叙述方便，下面用→m,𝑉 表示该关

系。

我们只需要研究那些起点和终点都在 {(m,m)} + N𝑑 × N𝑑 ∩ 𝑉 的运行，将所

有这样的运行的集合记作 Ωm,𝑉。记 𝑄m,𝑉 表示在 Ωm,𝑉 中所有出现过的格局，𝐼m,𝑉

是 𝑄m,𝑉 中上界为无穷的那些维度的集合，即 𝐼m,𝑉 = {𝑖 | supq∈𝑄m,𝑉
q[𝑖] = ∞}。记
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𝐽m,𝑉 = [𝑑] \ 𝐼m,𝑉，则𝑄m,𝑉 中的格局在 𝐽m,𝑉 上的投影只有有限多个，并且可以构成

一张有限图 𝐺m,𝑉。一个思路是希望说明→m∩𝑉 中的运行，都可以用 𝐺m,𝑉 中的某

条路径近似的表示。为此，先说明对于 𝐼m,𝑉 中的维度，任何一个 Ωm,𝑉 中的运行，

都可以将这些维度上的值抬上任意的高度。下面来介绍自生泵 (intraproduction) 的

概念。

5.6 给定 m ∈ N𝑑 和向量空间 𝑉，一个关于 (m, 𝑉) 的自生泵是一个三元组：

(r, x, s) 满足：

• x ∈ N𝑑, (r, s) ∈ (N𝑑 × N𝑑) ∩𝑉。

• r→m x→m s。
特别的，如果对于所有的 𝑖 ∈ 𝐼m,𝑉 都有 x[𝑖] > 0 则称其是全自生泵 (total intrapro-
duction)。

由于→m,𝑉 是周期的，因此如果 (r, x, s)是一个自生泵，则对于任意的 𝑖 ∈ 𝐼m,𝑉
有 (𝑛r, 𝑛x, 𝑛s)也是一个自生泵，这说明 m+𝑛x 将会出现在𝑄m,𝑉 中，即如果 𝑖 ∈ 𝐽m,𝑉

则有 x[𝑖] = 0。此外，下面的引理还说明，对于任意的 m, 𝑉，其存在一个全自生泵。

5.14 (Leroux[73]) 对于任何一个 m, 𝑉，都存在一个全自生泵。

自生泵是具有可加性的，因此只需要证明对于每个 𝑖 ∈ 𝐼m,𝑉 都存在一个自

生泵 (r, x, s)满足 x[𝑖] > 0 即可。由于 𝑠𝑢𝑝q∈𝑄m,𝑉
q[𝑖] = ∞，因此可以找到一个 q[𝑖]

严格增长的无限序列，结合 (N𝑑, ≤) 是一个良序，其中存在 q, q′ 满足：

• q ≤ q′, q[𝑖] < q′[𝑖]。
• 存在 (r, s) ∈ N𝑑 × N𝑑 ∩𝑉 满足：m + r ∗−→ q ∗−→ m + s。
• 存在 r′, s′ ∈ N𝑑 × N𝑑 ∩𝑉 满足：m + r′ ∗−→ q′ ∗−→ m + s′。

从而有：

m + r + r′ ∗−→ q′ + r = q′ − q + q + r ∗−→ q′ − q +m + s + r ∗−→ q′ + s ∗−→ m + s + s′

令 x = s+(q′−q)+r 上述运行说明 (r+r′, x, s+s′)也是一个自生泵，结合 q[𝑖] < q′[𝑖]
有 x[𝑖] > 0，引理得证。 □

现在回来证明 Q≥0 →m,𝑉 是有限生成的，即如下定理：

5.4 (Leroux[73]) 向量加法系统的可达关系是几乎半线性的。

在证明之前，先来严格定义一下上面所说到的图𝐺m,𝑉，为了方便叙述，令 𝐼 =

𝐼m,𝑉 , 𝐽 = 𝐽m,𝑉，则定义𝐺m,𝑉 = (𝑄, 𝐸)，其中𝑄 = {q𝐽 |q ∈ 𝑄m,𝑉 }, 𝐸 = {(p𝐽 , a, q𝐽 ) |q =

p+ a, a ∈ A, p, q ∈ 𝑄m,𝑉 }。在 𝐺m,𝑉 上定义关系 𝑅m,𝑉 ⊆ (N𝑑 ×N𝑑) ∩𝑉，如果 (x, y)
满足：
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• (x, y) ∈ (N𝑑 × N𝑑) ∩𝑉，并且对于 𝑖 ∈ 𝐽 由 x[𝑖] = y[𝑖] = 0。

• 𝐺m,𝑉 中的点 m𝐽 上存在一个圈，其上面的标记为 a1 . . . a𝑛 满足 y = x+∑𝑛
𝑖=1 a𝑖。

则有 (x, y) ∈ 𝑅m,𝑉。下面的引理说明→m,𝑉 和上述关系 𝑅m,𝑉 的关系。

5.15 Q≥0𝑅m,𝑉 = Q≥0 →m,𝑉。

先证 ⊇。令 (u, v) ∈→m,𝑉，则有 m + 𝑛u ∗−→ m + 𝑛v 对任意的 𝑛 ∈ N。由此若

u[𝑖] > 0 或者 v[𝑖] > 0，则 𝑖 ∈ 𝐼。记 m + u 到 m + v 的路径为 π，则 π 也是 𝐺m,𝑉 里

m𝐽 上的一个圈，从而有 (u, v) ∈ 𝑅m,𝑉，因此有 Q≥0 →m,𝑉 ⊆ Q≥0𝑅m,𝑉。

再证 ⊆。令 (u, v) ∈ 𝑅m,𝑉，则对于任意的 𝑖 ∈ 𝐼 有 u[𝑖] = v[𝑖] = 0；并且存

在 π = a1 . . . a𝑛 满足：m + u + ∑𝑛
𝑖=1 a𝑖 = m + v。如果对于任意 𝑗 ∈ [𝑛] 有 m + u +∑ 𝑗

𝑖=1 a𝑖 ≥ 0𝑑，则命题成立。否则可以通过全自生泵将其抬上去成为一个合法的运

行，令 (r, x, s)是 (m, 𝑉)上的一个全自生泵，则存在 𝑝 ∈ N满足对任意 𝑗 ∈ [𝑛] 有：

m + 𝑝x + u +∑ 𝑗
𝑖=1 a𝑖 ∈ N𝑑。因此对于任意的 𝑘 ∈ N可以构造下列运行：

m + 𝑝r + 𝑘u ∗−→ m + 𝑝x + 𝑘u π𝑘−→ m + 𝑝x + 𝑘v ∗−→ m + 𝑝s + 𝑘v

因此有 𝑝(r, s) + 𝑘 (u, v) ∈→m,𝑉，令 𝑘 = 𝐾 · 𝑝 从而 1
𝐾
(r, s) + (u, v) ∈ Qm,𝑉 →m,𝑉，即

(u, v) ∈ Qm,𝑉 →m,𝑉，从而 Q≥0𝑅m,𝑉 ⊆ Q≥0 →m,𝑉，引理得证。 □

由于正则语言的 Parikh 像是 Presburger 集，所以 𝑅m,𝑉 是一个 Presburger 集，

由引理5.5有 Q≥0𝑅m,𝑉 是有限生成的，结合引理5.15和本节开始的讨论，便得到了

相对可达关系的性质：

5.5 向量加法系统相对可达关系→𝜌 是一个渐近可定义的周期关系。

5.2.2

本节将证明可达关系是几乎半线性的，在上节已经证明了相对可达关系是渐

近可定义的，不难想象，为了证明可达关系的几乎半线性性，现在需要挑选一些

合适的偏移，即分解中的 b𝑖，为此首先来定义运行上的关系 ⪯[154]。定义 𝜌 ⪯ 𝜌′，
如果其满足：

(𝑠𝑟𝑐(𝜌′) + 𝑡𝑔𝑡 (𝜌′))+ →𝜌′⊆ (𝑠𝑟𝑐(𝜌) + 𝑡𝑔𝑡 (𝜌))+ →𝜌 (5–32)

该序是想刻画 𝜌 表示是比 𝜌 更加细分的一类相对可达关系。先说明 ⪯ 是一个良

序。给定一个运行 𝜌 = m0 . . .m𝑛 和其对应的路径 π = a1 . . . a𝑛，定义 A × N𝑑 上的

序关系 ⊑，(a,m) ⊑ (a′,m′) 当且仅当 a = a′, a ≤ a′，并且记 𝑤(𝜌) ⊑ 𝑤(𝜌′)，如果

对任意的 𝑖 ∈ [|𝜌 |] = [|𝜌′ |]都有 (a𝑖,m𝑖) ⊑ (a′𝑖,m′𝑖)。由 Higman 引理 (A×N𝑑, ⊑∗)是
一个良序。定义运行上的序关系 ▷，如果两个运行 𝜌, 𝜌′ 满足：
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• 𝑠𝑟𝑐(𝜌) ≤ 𝑠𝑟𝑐(𝜌′), 𝑡𝑔𝑡 (𝜌) ≤ 𝑡𝑔𝑡 (𝜌′)。
• 𝑤(𝜌) ⊑∗ 𝑤(𝜌′)。

则称 𝜌 ▷ 𝜌′，显然 ((A ×N𝑑)∗,▷)也是一个良序。Leroux 证明了 ▷能够蕴含 ⪯，从

而证明了 ⪯是一个良序。

5.6 (Leroux[73]) 给定 V 上的两个运行 𝜌, 𝜌′，𝜌 ▷ 𝜌′ 蕴含了 𝜌 ⪯ 𝜌，从而

((N𝑑)∗, ⪯) 是一个良序。

令 𝜌 = m0 . . .m𝑘。先来说明，存在 v0, . . . v𝑘+1 ∈ N𝑑 使得 𝜌′ 能分解

成 𝜌′ = 𝜌0 . . . 𝜌𝑘 并且满足 m 𝑗 + v 𝑗
𝜌 𝑗−→ m 𝑗 + v 𝑗+1。事实上，由定义 𝑤(𝜌′) =

(π0, 𝜌0) (a1,m′1)(π1, 𝜌1) . . . (a𝑘 ,m′𝑘) (π𝑘 , 𝜌𝑘)，并且对于任意的 𝑗 ∈ [𝑘] 有 m′𝑗 ≥ m 𝑗。

从而令 𝑖 ∈ [𝑘], v𝑖 = m′𝑗 −m 𝑗 , v0 = 𝑠𝑟𝑐(𝜌′) − 𝑠𝑟𝑐(𝜌), v𝑘+1 = 𝑡𝑔𝑡 (𝜌′) − 𝑡𝑔𝑡 (𝜌)，自然对

于 𝑗 ∈ [𝑘] 有 m 𝑗 + v 𝑗
𝜌 𝑗−→ m 𝑗 + v 𝑗+1。

由引理5.13有 (v 𝑗 , v 𝑗+1)+ →𝜌 𝑗
⊆→m 𝑗

，因此 (v0, vk)+ →𝜌′⊆→𝜌，即 (𝑠𝑟𝑐(𝜌′) +
𝑡𝑔𝑡 (𝜌′))+ →𝜌′⊆ (𝑠𝑟𝑐(𝜌) + 𝑡𝑔𝑡 (𝜌))+ →𝜌，从而 𝜌 ⪯ 𝜌′，((N𝑑)∗, ⪯) 是一个良序。 □

最后回过头来证明本节的主要结论定理5.4。我们关心的是
∗−→ ∩(m, n) +𝑃的性

质，这里 m, n ∈ N𝑑，𝑃 ⊆ N𝑑 ×N𝑑 是一个有限生成的周期集。为此定义在 𝑃上的序

关系 ≤𝑃，如果 𝑝, 𝑝′满足：𝑝′ ∈ 𝑝+𝑃，则称 𝑝 ≤𝑃 𝑝′，由 Dickson 引理和 𝑃的有限生

成性，(𝑃, ≤𝑃)是一个良序。再定义Ωm,n,𝑃 是所有起点和终点都在 (m, n)+𝑃的运行

的集合，定义其上面的序 ⪯𝑃：如果 𝜌, 𝜌′满足：𝜌 ⪯ 𝜌′, (𝑠𝑟𝑐(𝜌), 𝑡𝑔𝑡 (𝜌)) − (m, n) ≤𝑃
(𝑠𝑟𝑐(𝜌′), 𝑡𝑔𝑡 (𝜌′)) − (m, n)，则称 𝜌 ⪯𝑃 𝜌′。显然 min⪯𝑃 Ωm,n,𝑃 是有限集，从而有下

面引理：

5.16
∗−→ ∩(m, n) + 𝑃 =

⋃
𝜌∈min⪯𝑃 Ωm,n,𝑃

(𝑠𝑟𝑐(𝜌), 𝑡𝑔𝑡 (𝜌)) + (→𝜌 ∩𝑃)

⊇的方向是显然的。由引理5.13我们有 (𝑠𝑟𝑐(𝜌), 𝑡𝑔𝑡 (𝑟ℎ𝑜))+ →𝜌⊆
∗−→，由 𝜌 ∈

min⪯𝑃 Ωm,n,𝑃 有 (𝑠𝑟𝑐(𝜌), 𝑡𝑔𝑡 (𝜌)) ∈ (m, n) + 𝑃，从而 (𝑠𝑟𝑐(𝜌), 𝑡𝑔𝑡 (𝜌)) + (→𝜌 ∩𝑃) ⊆
(m, n) + 𝑃，⊇方向成立。

再来证 ⊆ 方向。令 (u, v) ∈ ∗−→ ∩(m, n) + 𝑃，则存在 𝜌 ∈ Ωm,n,𝑃 满足 𝑠𝑟𝑐(𝜌) =
u, 𝑡𝑔𝑡 (𝜌) = v。由定义存在 𝜌′ ∈ min⪯𝑃 Ωm,n,𝑃 使得 𝜌′ ≤𝑃 𝜌，则不难得出 (u, v) ∈
(𝑠𝑟𝑐(𝜌′), 𝑡𝑔𝑡 (𝜌′))+ →𝜌′，从而 ⊆方向成立，引理得证。 □

由引理5.16直接可以推出定理5.4的成立，即可达关系是几乎半线性的，定理

得证。
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5.3
本章介绍了不同于 KLMST 算法的另一个关于可达性算法–Presburger 分离算

法。严格来说它由两个半可判定算法组成，其核心是说明无论是否可达，都存在一

个证据来说明这件事，即如果可达则存在一条路径，如果不可达则存在一个 Pres-
burger 公式将这两个点区分开来。相比于传统的 KLMST 算法而言，它不用对向

量加法系统去做过多的分解，而这一方法也在研究其他问题上起了重要的作用。

Bonnet 在 [46] 中用同样的方法证明了带一个测 0 的向量加法系统的可达性问题也

是可判定的。

另一方面，不同于 KLMST 算法对任意维给出了 Ackermann 的上界和对固定

的 𝑑 维给出了 F𝑑+4 的上界，该方法目前只给出了其判定性的结论，对于其复杂性

的结论我们还只有欠缺的认识。Czwre’nski 在 [155] 中证明了某些特定的向量加法

系统的不可达格局的分离对需要非常大的周期向量，从而说明该算法也不一定能

获得比较好的上界。但是研究其公式的长度还是十分有意义的，目前尽管对任意

维的可达性问题已经获得了圆满的结论，但是对于 3 维以上的固定维可达性问题

的复杂性还是有相当大的空间，因此分离算法可能能对这一方面的结论做进一步

的改进。
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向量加法系统[20] 自被提出以来，可达性问题就一直是研究者最为关注的核心

问题。在章节四和章节五介绍了可达性问题的两种算法，而这一章将介绍可达性

问题的困难性。

关于可达性问题的下界研究也有着非常长的历史。对于一般的向量加法系统，

Lipton 在 [89] 所证明的 EXPSPACE-难下界曾经是近 40 年内的最好结果，在此期

间很多人一直猜想可达性问题是 EXPSPACE 完备的，比如 Bouziane 在 [156] 宣称

找到了一个双指数空间的算法，但很快被 Jančar 找到了错误[157]。直到 Czerwiński
等人 在 [74, 90] 证明了可达性问题是 TOWER-难的，这一结果终结了长久以来

对可达性问题是指数空间完备的这一猜想，说明了可覆盖性问题和可达性问题这

两者是有着本质上的区别的，同时也说明了可达性问题比可覆盖性问题要难得多。

同时在 [74] 中其提出了证明可达性问题下界非常有效的一个技术手段，因而仅仅

在两年后，Czerwiński、Lasota、Leroux 就各自提出了新的改进手段[80-82] 最终证明

了可达性问题是 Ackermann 完备的。

本章将介绍可达性问题下界的证明，其中第一节将介绍下界的证明所用到的

核心工具-计数程序，第二节将介绍 Lipton 经典的 EXPSPACE 难下界的证明，第

三节将介绍 19 年 Czerwiński 所提供的新技术，以及 Czerwiński、Lasota、Leroux
等人最终是如何证明可达性问题是 Ackermann-完备的。第四节则是本章小结。

6.1
本节将介绍计数程序，这是用来证明可达性下界的核心工具。本节所用到的

记号定义的计数程序参考了 [74, 89, 116] 的方式。一个计数器 (counter) 𝑐，指的是

一个存放了自然数的寄存器，我们用 𝑣(𝑐) 来表示其存放的值。对于一个计数器 𝑐

我们可以有进行如下命令：

• ′ + 1′ 命令 𝑐 + +，即将 𝑐 里的值 +1。

• ′ − 1′ 命令 𝑐 − −，即将 𝑐 里的值 −1。

• ′?0′ 命令 test 𝑐?，即测试 𝑐 的值是否为 0，如果为 0 返回 True，否则返回

False。

由头两条命令我们可以简单的定义对任何常数 𝐷 的加减操作，只需执行 𝐷 次
′ + 1′ 或者 ′ − 1′ 命令即可，后面会用 𝑐+ = 𝐷 和 𝑐− = 𝐷 来表示这种操作。
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一个 𝑘-计数程序则是一个二元组 𝑀 = (𝐶, 𝑃)，其中 𝐶 是所用到的计数器的集合并

且 𝑘 = |𝐶 |，𝑃 则是一个程序，一个程序是一段连续的命令，这里的命令除了上述

控制计数器相关的命令，还有如下的控制语句：

• ′goto′ 命令 goto 𝐿 or 𝐿 ′，其中 𝐿, 𝐿 ′ 是程序中的某两条命令的位置，指程序

运行完该句命令以后会不确定的从 𝑃(𝐿)或者 𝑃(𝐿 ′)开始执行。

并且 𝑃 最后以如下的命令收尾：

• ′halt′ 命令 halt if 𝑣(𝑐1), . . . 𝑣(𝑐𝑛) = 0，即如果计数器 𝑐1, . . . 𝑐𝑛 的值为 0，则

程序终止。需要注意的是，′halt′ 命令可以没有计数器的判断。

显然可以令 ′goto′ 命令中 𝐿 和 𝐿 ′ 相等，此时简写为 goto 𝐿，并且不妨假设程

序最后的 ′halt′ 命令中相关的计数器都至少在前面的一条命令出现过，对于 𝑀 令

其大小为程序命令的数目，即 |𝑀 | = |𝑃 |。

有的时候为了叙述方便，我们会将一个程序 𝑀 用若干个程序 𝑀1, . . . 𝑀𝑘 来表

示，这时候引入符号 𝑀 < k > 表示程序 𝑀 的第 𝑘 行命令，这样 goto 𝑀𝑖 < j > 表

示程序将跳转到 𝑀𝑖 的第 𝑗 行命令开始执行。

𝑀 的一个格局是一个二元组 m = (v, 𝑖)，其中 v 是一个 |𝐶 | 维向量记录计数

器上的值，用 v[𝑐] 来表示计数器 𝑐 上的值 𝑣(𝑐)，显然 v ∈ N𝑘，特别的用 1𝑐 表示

1𝑐 [𝑐] = 1 其余都为 0 的特殊向量；𝑖 则表示当前运行的命令位置，即接下来 𝑀 将

运行命令 𝑃[𝑖]，用 # 表示命令已经运行完，特别的如果 𝑗 > |𝑃 |也视作 #。下面定

义 𝑀 上格局的运行关系
𝑀−→，即如果有下列之一条件满足：

1. 𝑃(𝑖) = 𝑐 + +，则 𝑗 = 𝑖 + 1, v2 = v1 + 1𝑐。
2. 𝑃(𝑖) = 𝑐 − −，则 𝑗 = 𝑖 + 1, v2 = v1 − 1𝑐。
3. 𝑃(𝑖) = test 𝑐?，则 𝑗 = 𝑖 + 1, v1 [𝑐] = 0, v2 = v1。

4. 𝑃(𝑖) = goto 𝐿 or 𝐿，则 𝑗 = 𝐿 𝑜𝑟 𝐿 ′, v2 = v1。

5. 𝑃(𝑖) = halt if 𝑣(𝑐1), . . . 𝑣(𝑐𝑛) = 0，则 ∀𝑖 ∈ [𝑛], v1 [𝑐𝑖] = 0, 𝑗 = #, v2 = v1。

我们称 (v1, 𝑖)
𝑀−→ (v2, 𝑗)，𝑀 上的一个运行是一串格局串 m1 . . .m𝑛 满足对于

𝑖 ∈ [𝑛−1]有 m𝑖
𝑀−→ m𝑖+1，也记作 m1

𝑀∗−−→ m𝑛，称 m1 能运行 𝑀 到 m2。对于一个格

局 m = (v, 𝑖)，如果 𝑖 = # 称其是终止格局，如果不存在任何一个格局 m′ 使其满足

m 𝑀−→ m′并且 m 也不是终止格局，则称格局 m 是无效的。一个运行如果最后是一

个终止格局则称这是一个成功的运行。如果 𝑀 存在一个成功的运行，则称 𝑀 是

可以终止的。给定两个程序 𝑀1, 𝑀2 用 𝑀1;𝑀2 表示其顺序连接，即先执行 𝑀1 的

程序再执行 𝑀2 的程序，而计数器的集合则取并集。设 𝑀 = (𝐶, 𝑃)和 𝐷 分别是一

个计数程序和一个计数器的集合，则对于 𝑐 ∈ 𝐶 令 𝑀 (𝑐 → 𝐷)表示将 𝑀 程序中的
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所有相关计数器 𝑐 的命令换成 𝐷 中计数器相同的命令，比如对于一条命令 𝑐 + +，
我们对每个 𝑑 ∈ 𝐷 都在相同位置添加一条 𝑑 + +的命令来替换这条命令。

关于计数程序 𝑀 还补充以下两点：

• 在所使用的计数器明确的情况下，称一个计数程序 𝑀 只是指其里面的程序

𝑃 会忽略计数器。

• 有的时候会用多个分段程序来表示一个程序，这时候称一个分段程序 𝑃 的

成功运行指的是其跳出了这个分段程序 𝑃 进入了其他的程序。

6.1 下面是一个简单的计数程序的例子。

计数程序 6–1 一个简单的计数程序 𝑀

1 𝑥1 + +;
2 goto 1 or 3;
3 𝑥2 + +, 𝑥1 − −;
4 goto 3 or 5;
5 halt if 𝑣(𝑥1) = 0;

我们会将某些命令写在一行，如 𝑀 中的第三行这并不影响阅读。可以看到 𝑀

的作用先非确定给 𝑥1 赋一个非零的值，然后再将其交换给 𝑥2，并且 𝑀 终止当且

仅当 𝑥1 的值全部转移给了 𝑥2。

在计数程序6–1中我们可以看到，其中的两条 ′goto′命令起了一个循环的作用，

其分别令第 1 行和第 3 行命令进行了非确定的循环。因此可以定义一条循环命令
′loop′，其效果是对 < body > 部分的命令进行非确定次数的循环，即

1. Loop
2. < body >
表示如下的命令:
1. goto 2 or 3
2. < body >
3. goto 2 or 4

特别的，′loop′ 命令是可以不执行里面的循环的，即循环次数可以为 0。

一个初始格局 m0 则是将所有计数器都设为 0 并且从程序的第一条命令开始

执行，即 m0 = (0, 1)，计数程序的停机问题 (halting problem) 则是问从初始格局出

发是否存在一个成功的运行。Miner 在 [87] 证明了在这样的计数程序中即使只有

两个计数器该模型也是图灵等价的，即：
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6.1 (Miner[87]) 2-计数程序的停机问题是不可判定的。

但是当计数程序中的计数器所能达到的值有限制时，关于停机问题则不仅可

以获得可判定的结论，还可以获得复杂性完备的结论。具体来说，如果一个计数

程序的任何一个格局的每个计数器大小都不会超过 𝐵，则称该计数程序为 𝐵-有界

的计数程序。如果该计数程序只有一个计数器，则有：

6.2 (Fearnley[88]) 𝐵-有界的 1-计数程序 𝑀 的停机问题是 PSPACE-完备的。

如果该计数程序有超过 2 个计数器，则

6.3 (schmitz[86]) 令 𝛼 ≥ 3，𝐹𝛼 (|𝑀 |)-有界的 2-计数程序 𝑀 的停机问题是

F𝛼 完备的。

该结果是证明向量加法系统可达性问题下界的重要手段，在后面可以看到，

可达性下界的证明，其实是将 𝐵-有界的计数程序的停机问题规约到了可达性问题

上，而思考一下向量加法系统就可以知道，其实向量加法系统的每一维度就是一

个没有测 0 指令的计数器，所以问题的关键在于如何去模拟测 0，这也是可达性

问题下界研究中的关键之处。

而为了之后能叙述的更加清楚，下面再对计数程序这一概念作一些拓展，将

其作更为细致的划分，提出两类特殊的计数器：

• 𝐵-有界测 0 计数器 𝑐，𝑐 可以进行测 0 操作，但规定 𝑐 储存的值不能超过 𝐵。

• 无测 0 计数器 𝑐，𝑐 的值可以到达任意大，但是 𝑐 仅可以在程序的 ′ℎ𝑎𝑙𝑡 ′ 命

令中进行测 0，即只可以在最后测一次 0。

对于 𝐵-有界测 0 计数器 𝑐，定义一条额外的指令：

• ′?max′ 命令 max 𝑐?，即测试 𝑐 的值是否为 𝐵，如果为 𝐵 返回 True，否则返

回 False。
需要注意的是，这条命令并没有增加了计数器的能力，事实上对于一个 𝐵-有

界计数器 𝑐，我们可以添加一个同样的 𝐵-有界计数器 𝑐，并且保持 𝑣(𝑐) + 𝑣(𝑐′) = 𝐵，

这样对 𝑐 进行 ′?max′ 命令就是对 𝑐′ 进行 ′?0′ 命令，因此该命令的定义只能算是一

个语法糖 (syntactic sugar)。
一个 𝐵-有界测 0 计数程序是一个三元组M = (𝐶,𝑇, 𝑃)，其中 𝑃 与计数程序相

同是一个程序，𝐶 表示无测 0 计数器的集合，𝑇 表示 𝐵-有界测 0 计数器的集合，这

里 𝐶 和 𝑇 表示两个不相交的集合。令 𝑘 = |𝐶 ∪𝑇 |表示M用到的计数器数量，则M

的一个格局是一个表示着当前计数器的值的 𝑘-维向量和当前程序所在位置的标号

组成的两元组 m = (v, 𝑖)，而关于运行关系，运行等其他概念与计数程序相同。
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可以看到，如果对 𝐵-有界测 0 计数程序M中的 𝐶 和 𝑇 进行一些限制，那么

M会转换成我们之前所介绍的问题，比如：

• 令 𝐶 = ∅，那么M就是一个 𝐵-有界的计数程序。

• 令 𝑇 = ∅，那么M可以视作带状态的一个向量加法系统。特别的，本章我们

后面不作特别的叙述的话向量加法系统指的都是带状态的向量加法系统。

显然由定理6.3，对于 𝐵-有界测 0 计数程序M有如下推论：

6.1 令 𝛼 ≥ 3，对于 𝐹𝛼 ( |M|)-有界测 0 计数程序M = (𝐶,𝑇, 𝑃)，如果 |𝑇 | ≥ 3，

则其的停机问题是 F𝛼-难的。

因此如果可以用无测 0 的计算器有效的去模拟一个 𝐵-有界的测 0 计数器，则

可以获得相应的下界结论，即推论6.1可以进一步转换为：

6.2 令 𝛼 ≥ 3，对于 𝐹𝛼 (|M|)-有界测 0 计数程序M = (𝐶,𝑇, 𝑃)，如果 𝐶 中的

计数器能在 F<𝛼 ( |M|)内模拟 𝑇 中的计数器，则其的停机问题是 F𝛼-难的，特别的

由此向量加法系统的可达性问题也是 F𝛼-难的。

由此看到，其证明的关键是在于如何用不能测 0 的计数器去模拟一个能测 0
但是有上界 𝐵 的计数器，在接下来的几节中我们将逐步介绍现有的模拟测 0 的技

术。

6.2 EXPSPACE
本节将介绍 Lipton 在 [89] 的成果，他通过成功模拟 22𝑛-有界测 0 计数器获得

了 EXPSPACE-难这一下界。Esparza 也在 [116] 叙述了该成果。

Lipton 提出了一个模拟测 0 的核心想法，即如果要模拟一个 𝐵-有界测 0 计数

器 𝑑，其想法是找到一组无测 0 计数器 𝑐, 𝑐 去保持 𝑣(𝑐) + 𝑣(𝑐) = 𝐵，因此可以通过

对 𝑐 进行 22𝑛 次减法来对 𝑐 进行测 0，并且若 𝑐 进行不了那么多次减法，则令其进

入一个无效格局，这样就完成了一次模拟 𝑑 的测 0 操作。

接下来说明可以用 8𝑘 + 2 个无测 0 计数器来模拟一个 22𝑘 -有界测 0 计数器 𝑐

的操作。首先定义模拟一个 𝐵-有界的计数器 𝑐：

6.1 给定 1 个 𝐵-有界测 0 计数器 𝑐，称 𝑘 个无测 0 计数器 𝑐1 . . . 𝑐𝑘 可以在

𝑇 时间内模拟 𝑐 当且仅当存在一函数 𝑓 : N𝑘 → N，存在四段大小为 𝑂 (𝑇) 的程序

M𝑖𝑛𝑐, M𝑑𝑒𝑐, M𝑧𝑒𝑟𝑜, M𝑚𝑎𝑥 满足：

• M𝑖𝑛𝑐 对于格局 (v, 1)的成功运行的终止格局 (v′, #)满足 𝑓 (v′) = 𝑓 (v) + 1。
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• M𝑑𝑒𝑐 对于格局 (v, 1)的成功运行的终止格局 (v′, #)满足 𝑓 (v′) = 𝑓 (v) − 1。

• M𝑧𝑒𝑟𝑜 对于格局 (v, 1)有成功的运行当且仅当 𝑓 (v) = 0，并且终止格局 (v′, #)
满足 𝑓 (v′) = 𝑓 (v)。

• M𝑚𝑎𝑥 对于格局 (v, 1)有成功的运行当且仅当 𝑓 (v) = 𝐵，并且终止格局 (v′, #)
满足 𝑓 (v′) = 𝑓 (v)。

• 程序 M𝑖𝑛𝑐, M𝑑𝑒𝑐, M𝑧𝑒𝑟𝑜, M𝑚𝑎𝑥 的大小不超过 𝑂 (𝑇)。

6.2 下面说明可以用 2 个计数器 𝑥𝑟 , 𝑥𝑟 构造一个大小至多为 𝑂 (𝐵) 的计数程序

来平凡的模拟一个 𝐵-有界计数器 𝑟。事实上，我们可以先添加 𝐵 条命令使 𝑥𝑟 的

值变为 𝐵，然后随时令 𝑥𝑟 的值与 𝑟 相同，并且保持 𝑣(𝑥𝑟 ) + 𝑣(𝑥𝑟 ) = 𝐵，则 𝑀𝑖𝑛𝑐 与

𝑀𝑑𝑒𝑐 来说是显然的，对于 𝑀𝑧𝑒𝑟𝑜 只需要添加 𝐵 条 𝑥𝑟 − −命令去测试 𝑥𝑟 是否能做

𝐵 次减法，再添加 𝐵 条 𝑥𝑟 + +令其恢复原状即可，𝑀𝑚𝑎𝑥 同理。

由例子6.2可以看到，如何有效的去模拟是非常关键的一点。事实上，M𝑖𝑛𝑐, M𝑑𝑒𝑐

的构造总是简单的，因为 +1 和 −1 是无测 0 计数器也有的功能，而 ′?max′ 命令可

以用 ′?0′ 命令来定义，因此可以模拟的关键实际上关于 M𝑧𝑒𝑟𝑜 的构造。下述引理

说明可以在多项式时间内用 8𝑘 + 2 个无测 0 计数器模拟一个 22𝑘 -有界测 0 计数器。

6.1 (Liption[89]) 给定 8𝑘 + 2 个计数器 𝑥 𝑗 , 𝑥 𝑗 , 𝑦 𝑗 , 𝑦 𝑗 , 𝑠 𝑗 , 𝑠 𝑗 , 𝑏 𝑗 , 𝑐 𝑗 , 𝑗 ∈ [𝑘] 和

𝑟, 𝑟 和一个多项式 𝑃，令 v ∈ N8𝑘+2 表示其计数器存的值，则存在一个大小不超过

𝑃(𝑘)的程序 P 对满足如下要求的格局 (v, 1)：
• v[𝑟] = 0, v[𝑟] = 22𝑘+1。

• 对所有 𝑗 ∈ [𝑘] 有 v[𝑏𝑖] = 0, v[𝑐𝑖] = 0。

• 对所有 𝑗 ∈ [𝑘] 有 v[𝑥𝑖] = v[𝑦𝑖] = v[𝑠𝑖] = 0 和 v[𝑥𝑖] = v[𝑦𝑖] = v[𝑠𝑖] = 22𝑖。

开始的任何一个成功的运行，其最终格局 (v′, #) 满足仅有计数器 𝑟 和 𝑟 交换所存

储的值。

令 𝐶𝑘 表示这 8𝑘 + 2 个计数器的集合，无论何时我们令 v 是满足引理叙述

要求的对计数器的赋值。将形如 ∗与 ∗̂这样的两个计数器视为一组，这里的核心

想法是保持每组计数器的值之和不发生变化，比如维持 𝑣(𝑟) + 𝑣(𝑟) = 22𝑘+1。接下

来对 𝑘 作归纳。𝑘 = 0 时是简单的，如下所示的程序M1 便可以满足，即对于格局

(v, 1)存在一个成功的运行使得 𝑟 与 𝑟 对换其存储的值。

接下来假设 ≤ 𝑘 − 1 的情况都成立，考虑 𝑘 的情况，记M 𝑗 (𝑡)表示由归纳假设

的对 𝑘 = 𝑗 的程序，并且将其中的计数器 𝑟, 𝑟 换成了 𝑡, 𝑡，特别的令 ˆ̂∗ = ∗。考虑如

下的程序M𝑘 :
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计数程序 6–2M1

1 goto 1 or 3;
2 𝑟 − −, 𝑟 + +;
3 𝑟 = 𝑟 + 4, 𝑟 = 𝑟 − 4;

计数程序 6–3M𝑘

1 goto 1 or 3;
2 𝑟 − −, 𝑟 + +;
3 Loop;
4 𝑥𝑘 + +, 𝑥𝑘 − −;
5 Loop;
6 𝑦𝑘 + +, 𝑦𝑘 − −;
7 𝑟 + +, 𝑟 − −;
8 M𝑘−1(𝑦𝑘);
9 M𝑘−1(𝑥𝑘);

考察从引理叙述的格局 (v, 1)出发，注意到 𝑣(𝑥𝑘) + 𝑣(𝑥𝑘) = 𝑣(𝑦𝑘) + 𝑣(𝑦𝑘) = 22𝑘，

由归纳假设M𝑘−1(𝑦𝑘)能有一次成功的运行当且仅当进入时 𝑣(𝑦𝑘) = 0, 𝑣(𝑦𝑘) = 22𝑘，

并且结束时 𝑣(𝑦𝑘) = 0, 𝑣(𝑦𝑘) = 22𝑘，同理 M𝑘−1(𝑥𝑘)。因此对于 M𝑘 的一个成功运

行，相当于在 3 − 9 行对 𝑟 做了次 2 层循环其中每层循环次数为 22𝑘 的减法，因此

对从 (v, 1)出发的成功运行的终止格局 (v′, #)一定有：

• v′[𝑟] = v[𝑟] − 22𝑘+1 = 0, v′[𝑟] = v[𝑟] + 22𝑘+1 = 22𝑘+1。

• 对任意的 𝑐 ∈ 𝐶𝑘 有 v′[𝑐] = v[𝑐]。
因此M𝑘 从效果上是一个符合要求的程序 𝑃，但是需要注意的是，由于M 𝑗 每

次调用了两次 M 𝑗−1，因此计数程序6–3的长度会有 𝑂 (2𝑘) 那么长，下面通过一个

小的技巧来使最终M′𝑘 依旧是多项式长的。

注意到在M𝑘 中由于分别要对 𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 测 0，因此M𝑘−1 在M𝑘 中被复制了两次，

如果将其转移到同一个计数器上测 0，便可以只用一次 M𝑘−1，从而避免了 M𝑘 的

指数长度增长。具体来说将M𝑘−1(𝑦𝑘)改写成如下的程序M𝑘−1 [𝑦]。
其中 M𝑘−1 [𝑠] 的定义如计数程序6–5所示。M𝑘−1 [𝑥] 的定义也是类似的，仅仅

需要将M𝑘−1 [𝑦] 中将 𝑥𝑘 , 𝑥𝑘 , 𝑏𝑘 与 𝑦𝑘 , 𝑦𝑘 , 𝑐𝑘 互换，并且将M𝑘−1 [𝑦] 中的第 7 行命令

改写成 gotoM𝑘−1 [𝑠] < 3 > 即可。最终修改后的程序M′𝑘 如计数程序6–6所示。

由于 M𝑘−1 [𝑥], M𝑘−1[𝑦 ] 都是常数长的，而 M𝑘−1 [𝑠] 只调用了一次 M𝑘−1，因此

M′𝑘 对于 𝑘 来说是多项式长的，更严格的说其大小关于 𝑘 是线性的。接下来说明
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计数程序 6–4M𝑘−1 [𝑦]
1 goto 1 or 3;
2 𝑦𝑘 − −, 𝑦𝑘 + +;
3 Loop;
4 𝑦𝑘 + +, 𝑦𝑘 − −;
5 𝑠𝑘 + +, 𝑠𝑘 − −;
6 𝑏𝑘 + +;
7 gotoM𝑘−1 [𝑠] < 1 >;
8 𝑐𝑘 − −;

计数程序 6–5M𝑘−1 [𝑠]
1 𝑏𝑘 − −;
2 goto 4;
3 𝑐𝑘 − −;
4 M𝑘−1(𝑠𝑘);
5 goto 6 or 8;
6 𝑐𝑘 + +;
7 gotoM𝑘−1 [𝑦] < 8 >;
8 𝑏𝑘 + +;
9 gotoM𝑘−1 [𝑥] < 8 >;

M𝑘−1 [𝑦]能起到与M𝑘−1(𝑦𝑘)相同的效果。M𝑘−1 [𝑥]和M𝑘−1(𝑥𝑘)也是类似的。事实上

只需说明从 (v, 1)出发运行M′𝑘 到第 9 行时，其计数器必须满足 𝑣(𝑦𝑘) = 0 才能进入

M𝑘−1 [𝑦] 后存在一个成功的运行，且运行后的格局必须满足只有 𝑦𝑘 与 𝑦𝑘 的值发

生交换，其余寄存器的值并不发生改变。事实上，进入M𝑘−1 时由条件 𝑣(𝑦𝑘) = 22𝑘

并且 𝑠𝑘 , 𝑠𝑘 , 𝑏𝑘 , 𝑐𝑘 寄存器里的值不会发生变化，即此时 𝑣(𝑦𝑘) = 𝑣(𝑠𝑘) = 𝑣(𝑏𝑘) =
𝑣(𝑐𝑘) = 0。设此时在M𝑘−1 [𝑦] 的格局为 m = (v, 1)，则格局 m 在M𝑘−1 要有一个成

功的运行当且仅当满足以下两件事：

• 能成功运行过第 7 行命令，即运行到格局 (v1, 7) 时有归纳假设我们有

𝑣(𝑠𝑘) = 0。

• 格局在子程序M𝑘−1 [𝑠] 中执行第 7 行命令跳回M𝑘−1。

可以看到在 M𝑘−1 [𝑦] 中 𝑠𝑘 与 𝑦𝑘 的变化量是一样的，因此第 1 点要能满足当

且仅当格局 m 满足 v[𝑦𝑘] = 22𝑘，也即 v[𝑦𝑘] = 0。关于第 2 点则可以由 𝑏𝑘 , 𝑐𝑘 的值

保证，因为如果 M𝑘−1 [𝑠] 在第 5 行选择了错误的跳转，则格局会因为 𝑏𝑘 , 𝑐𝑘 的值

降到 0 以下而无法运行下去。因此M′𝑘 是个满足要求的程序，引理得证。 □
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计数程序 6–6M′𝑘
1 goto 3 or 4;
2 M𝑘−1 [𝑠];
3 𝑟 − −, 𝑟 + +;
4 Loop;
5 𝑥𝑘 + +, 𝑥𝑘 − −;
6 Loop;
7 𝑦𝑘 + +, 𝑦𝑘 − −;
8 𝑟 + +, 𝑟 − −;
9 M𝑘−1 [𝑦];

10 M𝑘−1 [𝑥];

引理6–3证明了如果计数器的初始值满足一定的条件则可以对一个 22𝑘 -有界

的计数器进行测 0，但是我们还需要证明可以将计数器设定到这样的初始值，这

就是如下引理所要阐述的。

6.2 (Lipton[89]) 给定 8𝑘 +2 个计数器 𝑥 𝑗 , 𝑥 𝑗 , 𝑦 𝑗 , 𝑦 𝑗 , 𝑠 𝑗 , 𝑠 𝑗 , 𝑏 𝑗 , 𝑐 𝑗 , 𝑗 ∈ [𝑘]和 𝑟, 𝑟

和一个多项式 𝑃，令存在一个大小不超过 𝑃(𝑘)的程序 P 对初始格局 (v, 1)的一个

成功的运行，其最终格局 (v′, #)满足如下条件：

• 对于所有 𝑖 ∈ [𝑘] 有 𝑣(𝑥𝑖) = 𝑣(𝑦𝑖) = 𝑣(𝑠𝑖) = 𝑣(𝑏𝑖) = 𝑣(𝑐𝑖) = 0。

• 𝑣(𝑟) = 0, 𝑣(𝑟) = 22𝑘+1。

• 𝑣(𝑥𝑖) = 𝑣(𝑦𝑖) = 𝑣(𝑠𝑖) = 22𝑖。

依旧是对 𝑘 做归纳，𝑘 = 0 的时候是显然的。假设 ≤ 𝑘 − 1 的时候引理成立，

即存在一个满足要求的程序 N𝑘−1 可以将计数器预设到上述值，为了构造 N𝑘，还

需要在 N𝑘−1 的基础上完成如下两点：

• 将 𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 , 𝑠𝑘 的值设置成 22𝑘。

• 将 𝑟 的值设置成 22𝑘+1。

接下来说明这两点。由引理6.1，如果进入M𝑘 的格局 (v,M𝑘 < 1 >)满足：

• v[𝑟] = 0, v[𝑟] = 22𝑘+1。

• 对所有 𝑗 ∈ [𝑘] 有 v[𝑏𝑖] = 0, v[𝑐𝑖] = 0。

• 对所有 𝑗 ∈ [𝑘] 有 v[𝑥𝑖] = v[𝑦𝑖] = v[𝑠𝑖] = 0 和 v[𝑥𝑖] = v[𝑦𝑖] = v[𝑠𝑖] = 22𝑖。

则其是一个可以用计数器 𝑟 模拟 22𝑘 有界测 0 计数器的程序，因此构造程序如下：

这里 M𝑘−1(𝑥𝑘), M𝑘−1(𝑦𝑘) 与引理6.1定义相同。N𝑘 的长度是关于 𝑘 的多项式，

因为在递归构造的时候只引用了一次 N𝑘−1 并且由引理6.1 M𝑘−1(𝑥𝑘), M𝑘−1(𝑦𝑘) 的

长度也是关于 𝑘 多项式长的。
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计数程序 6–7 N𝑘
1 N𝑘−1 [𝑟 → {𝑥𝑘 , 𝑦𝑘}, 𝑟 → {𝑥𝑘 , 𝑦𝑘}];
2 Loop;
3 𝑥𝑘 + +, 𝑥𝑘 − −;
4 Loop;
5 𝑦𝑘 + +, 𝑦𝑘 − −;
6 𝑟 + +;
7 M𝑘−1(𝑦𝑘);
8 M𝑘−1(𝑥𝑘);

最后说明 N𝑘 是符合要求的程序。由归纳假设 N𝑘 的一个由初始格局出发成

功运行第一行后有 𝑣(𝑥𝑘) = 𝑣(𝑦𝑘) = 0, 𝑣(𝑥𝑘) = 𝑣(𝑦𝑘) = 22𝑘。因此由引理6.1
M𝑘−1(𝑥𝑘), M𝑘−1(𝑦𝑘) 是一个可以模拟 𝑥𝑘 和 𝑦𝑘 测 0 的程序，因此最后格局 (v, #)
必须满足 v[𝑟] = 22𝑘 · 22𝑘 = 22𝑘+1 , v[𝑥𝑘] = v[𝑦𝑘] = 22𝑘 , v[𝑥𝑘] = v[𝑦𝑘] = 0，引理得

证。 □

由引理6.1和引理6.2可以获得可达性问题的指数空间下界，即如下定理：

6.4 (Lipton[89]) 向量加法系统的可达性问题是 EXPSPACE-难的。

由引理6.1和引理6.2可以用 8𝑘 + 2 个无测 0 计数器模拟 22𝑘+1-有界测 0 计数

器，并且其中 8𝑘 个无测 0 计数器可以复用。因此由推论6.2可知向量加法系统的

可达性问题是 EXPSPACE-难的。 □

注意到构造的模拟测 0 的程序是有界的，即从初始格局出发所能到达的格局

是有限的，我们不难得到可覆盖性问题和有界性问题的复杂性的精确结论。

6.3 (Rackoff[93],Lipton[89]) 向量加法系统的可覆盖性问题和有界性问题

都是 EXPSPACE-完备的。

由定理3.7和定理3.5只需要证明其是 EXPSPACE-难的。由前面的构造可知，

可覆盖性的 EXPSPACE-难的结论是直接明显的，关于有界性问题，由于上述构

造的模拟程序从初始格局出发的格局是有界的，所以可以构造出一个无界的向量

加法系统使得判断其是否有界必须要用到指数大小的空间，因此有界性问题也是

EXPSPACE-难的。 □
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6.3 Ackermann
上一节介绍了 Lipton 关于可达性问题的下界成果，其最重要的思想是用不能

测 0 的计数器在多项式时间内模拟了一个 22𝑘 -有界测 0 计数器 𝑐。其用来模拟测 0
的方法是维持一组计数器满足 𝑣(𝑐) + 𝑣(𝑐) = 22𝑘，则对 𝑣(𝑐) = 0 当且仅当 𝑐 能做 22𝑘

次减法，换句话说如果 𝑐 不是 0，程序会因为不能对 𝑐 做 22𝑘 次减法而终止。

一个很自然的思路是能不能构建一个更大的 𝐵，即在维持 𝑣(𝑐) + 𝑣(𝑐) = 𝐵 的

情况下如果能精确的控制对 𝑐 做 𝐵 次减法，那么就能模拟 𝐵-有界测 0 的计数器，

但是从 Lipton 的方法出发会出现如下的问题：

• 注意到 𝐹𝑖+1(𝑛) = 𝑓 𝑛+1𝑖 (𝑛)，而 Lipton 的构造出的模拟程序已经是关于 𝑘 多项

式的，因此想以此构造出 𝐹3(𝑛) 之上的模拟程序长度也会爆炸增长到 𝐹3(𝑛)
之上。

• Lipton 的构造方法对可覆盖性问题也是同样适用的，而可覆盖性问题已经

在 [93] 中被证明是 EXPSPACE-完备的，因此如果存在一个更大的 𝐵 使其

能做精确的 𝐵 次减法便会与可覆盖性问题现有的结论矛盾。

前者其实是一个如何精确计算 𝐵的问题，后者则是一个如何对 𝐵-有界的计数

器测 0 的问题。Czerwiński 等人在 2019 年提出了一个新的测 0 想法[74]，简单来说

其并不要求每次测 0 的时候一定要精确的 𝐵 次减法，但如果没有做足 𝐵 次减法，

那么在运行中便会留下一些无法在后面去除的副作用，从而在最终的时候运行不

了 ′halt′ 命令。下面会借助一个例子再来帮助理解该想法。

6.3 考察如下的计数程序 P1，其中 P是一个不用到计数器 𝑥 的程序，并且不

妨假设开始的时候计数器 𝑥 里的存的值为 𝐵 > 0。则可以看到尽管 P1 可以任意的

选择执行第二行命令的次数，但如果其没有精准的执行 𝐵 次，那么 𝑥 里的值就不

能变为 0，因此程序最后也无法终止。

计数程序 6–8 P1

1 Loop;
2 𝑥 − −;
3 P;
4 halt if 𝑣(𝑥) = 0;

关于这个技术将在章节6.3.2中做更为细致详细的介绍。

另一方面，关于如何精准的计算出一个更大的 𝐵，比如 𝐵 = 2
. .
.
2}
𝑥

也是下界

证明需要解决的一个方面。事实上考虑 Lipton 的结果，其实际上是用常数个计数
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器构建了一个常数大小的精确计算乘法的程序，并以此作迭代获得了一个能精确

计算 22𝐵 的程序。Czerwiński 等人在 [74] 利用如下的事实：Π𝑘−1
𝑖=1

𝑖+1
𝑖

= 𝑘 构造了一

个常数大小的可以精确计算阶乘的程序再进行 𝑛 次迭代，从而获得了一个能精确

计算 𝑂 (𝐵 = 2
. .
.
2}
𝑥
) 的程序，并且其将这种方法称为扩大器 (ampilifer)，我们将在

下一节6.3.1中作详细的介绍。

6.3.1

本节将介绍 Czerwiński 等人在 [74] 介绍的一个帮助模拟测 0 的技术-放大器。

首先来介绍一种新的测 0 方法，假设需要模拟一个 𝐵-有界测 0 计数器的测 0，考

察如下的程序 P2 = (𝐶,𝑇, 𝑃)，其中 𝐶 = {𝑥, 𝑥, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑇 = ∅：

计数程序 6–9 P2

1 Loop;
2 𝑥 + +, 𝑥 − −;
3 𝑑 − −;
4 𝑐 − −;

考虑其一个格局 m = (v, 1)满足：

1. v[𝑥] + v[𝑥] = 𝐵。

2. v[𝑏] = 𝐵, v[𝑑] = v[𝑏] · v[𝑐]。
从 m 出发到终止格局的一个运行满足对其中的任何一个格局 m′(v, 𝑖)都有:

• v′[𝑥] + v′[𝑥] = 𝐵。

• v′[𝑑] − v[𝑑] ≤ 𝐵。

因此，对于 m 出发的终止格局 m 𝑓 = (v 𝑓 , #) 依旧满足 v 𝑓 [𝑑] = v 𝑓 [𝑏] · v 𝑓 [𝑐] 当且

仅当第 2 行命令执行了 𝐵 次，也即 v 𝑓 [𝑥] = 0, v 𝑓 [𝑥] = 𝐵。

这段程序可以视作对 𝑥 的一次测 0，令 P2 [𝑥]表示将其中的 𝑥 与 𝑥 对换，我们

可以用这个思路来完成对一个 𝐵-有界测 0 计数器 𝑟 的模拟。简单来说，对于一个

包含 𝑟 的计数程序，首先用一组无测 0 计数器 𝑥, 𝑥 来模拟其运行，即保持其和不

变并且 𝑥 里储存的值恰好为 𝑟 里储存的值。然后预先猜测该程序的一个成功的运

行所需要对 𝑟 测 0 的次数 𝑅，假设还存在额外的三个无测 0 计数器 𝑏, 𝑐, 𝑑，令其

初始的赋值满足 𝑣(𝑏) = 𝐵, 𝑣(𝑐) = 2𝑡, 𝑣(𝑑) = 𝐵 · 𝑅，最后将程序中对 𝑟 测 0 的命令

全部换成 P′ = P2;P[𝑥]，根据上面的分析，如果运行到最后 𝑑 中的值为 0，则因为

P′ 根据假设运行了 𝑅 次，因此最后 𝑣(𝑑) = 0 当且仅当每次 P′ 中 𝑑 的值被减了 2𝐵
次，也即 𝑥 里的值开始是 0 结束运行 P′ 的时候也是 0，因此对 𝑟 的 𝑅 次测 0 成功
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当且仅当终止格局里 𝑣(𝑑) = 0，即可以用最后 𝑑 里的值来确保前面对 𝑟 的测 0 全

部成功。

注意到相比于 Lipton 的方法，该方法并不需要每次测 0 的时候去进行精确的

𝐵 次减法，即其允许没减够 𝐵 次，但是一旦没减足，其会通不过最后的终止命令，

即会在程序最后受到惩罚。通过这样的一个松弛的想法，Czerwiński 等人得到了

一个更好的下界结果。接下来本节将详细的介绍这个思路。首先介绍在 [74] 提出

的放大器的概念。

6.2 ( , Czerwiński[74]) 给定两个自然数 𝐵, 𝑅，一个 (𝐵, 𝑅)-放大器是一

个 𝐵-有界测 0 计数程序满足考虑其中的 3 个无测 0 计数器 𝑏, 𝑐, 𝑑，对于其任何一

个成功的运行的最终格局 m = (u, #)都满足:

u(𝑏) = 𝑅, u(𝑐) > 0, u(𝑑) = u(𝑏) · u(𝑐) (6–1)

并且 u[𝑐] 的取值范围是无限的。

6.4 考察程序 P3，令 𝑅 是一个常数，显然对其的任何一个成功运行都满足条

件6–1，并且由于其没有使用任何测 0 的计数器，因此对于任意的 𝐵 ∈ N，程序 P3

是一个 (𝐵, 𝑅)-放大器。

计数程序 6–10 P3

1 𝑏+ = 𝑅;
2 𝑑+ = 𝑅, 𝑐 + +;
3 Loop;
4 𝑑+ = 𝑅, 𝑐 + +;
5 halt;

特别的称 P3 这种不用到测 0 计数器的放大器为 𝑅-生成器。给定一个

(𝐵, 𝑓 (𝐵))-放大器，如果将其的 𝐵-有界测 0 计数器换成 𝐵1-有界测 0 计数器以后

所得的 𝐵1-有界测 0 计数程序依旧是 (𝐵1, 𝑓 (𝐵1))放大器，则称该程序是 𝑓 -放大器。

接下来说明放大器的作用。假设 A = (𝐶𝐴, 𝑇𝐴, 𝑃𝐴) 是一个 (𝐵, 𝑅)-放大器，P =

(𝐶𝑃, 𝑇𝑃, 𝑃𝑃) 是一个 𝑅-有界测 0 程序，则可以按如下的方式定义一个 𝐵-有界测 0
程序 A ▷ P = (𝐶,𝑇, 𝑃)：

• 将计数器重命名使 P和 A里的计数器互不相同，并且令 𝐶 = 𝐶𝐴。
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• 令 𝑇 = 𝑇𝐴 ∪ 𝑇𝑃 ∪ 𝑇𝐶，其中 𝑇𝐶 = {𝑥𝑟 , 𝑥𝑟 |𝑟 ∈ 𝐶𝑃}，即对于 P中每一个 𝑅-有界

测 0 计数器 𝑟，都用一组计数器 𝑥𝑟 , 𝑥𝑟 去代替。

• 𝑃 = 𝐴′𝑃; 𝑃′𝑃，其中 𝐴′𝑃; 𝑃′𝑃 是 𝐴𝑃, 𝑃𝑃 根据如下方式作修改而来：

– 𝐴′𝑃 是 𝐴𝑃 去除最后一行 ′halt′ 命令所遗留的程序。

– 令 𝑇𝐶 = {𝑥𝑖, 𝑥𝑖 |𝑖 ∈ [𝑘]}，则在 𝑃𝑃 最前面添加如下初始化的命令：

Loop;
𝑥1 + +, . . . 𝑥𝑘 + +;
𝑏 − −, 𝑑 − −;

𝑐 − −。
– 对于 𝑟 ∈ 𝐶𝑃，𝑃𝑃 中每一条 𝑟 + +的命令在 𝑃𝑃 中都被改写成如下的命令：

𝑥𝑟 + +, 𝑥𝑟 − −;

– 对于 𝑟 ∈ 𝐶𝑃，𝑃𝑃 中每一条 𝑟 − −的命令在 𝑃𝑃 中都被改写成如下的命令：

𝑥𝑟 − −, 𝑥𝑟 + +;
– 对于 𝑟 ∈ 𝐶𝑃，𝑃𝑃 中每一条 test 𝑟? 的命令在 𝑃𝑃 中都被改写成如下的程序

P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ]：
Loop;
𝑥𝑟 + +, 𝑥𝑟 − −;
𝑑 − −;

𝑐 − −;
Loop;
𝑥𝑟 + +, 𝑥𝑟 − −;
𝑑 − −;

𝑐 − −;

– 对于 𝑟 ∈ 𝐶𝑃，𝑃𝑃 中每一条 max 𝑟? 的命令在 𝑃′𝑃 中都被改写成 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ]，
即将其中的 𝑥𝑟 与 𝑥𝑟 对换。

– 令 𝑦1, . . . 𝑦𝑚 是 𝐴𝑃 最后一行终止所需测 0 的计数器，𝑧1, . . . 𝑧𝑛 是 𝑃𝑃 最后

一行终止所需测 0 的计数器，则 𝑃′𝑃 将 𝑃𝑃 的最后一行 ′halt′ 命令改写成：

halt if 𝑣(𝑑), 𝑣(𝑦1), . . . 𝑣(𝑦𝑚), 𝑣(𝑧1), . . . 𝑣(𝑧𝑛) = 0.

接下来的引理说明，构造出的 𝐵-有界计数程序 A▷ P与 𝑅-有界计数程序 P效

果是一样的。为了方便叙述，不妨假设 𝑇𝐶 中的 𝑥𝑟 与替代的 𝑟 重名。令 ≊和 v 分

别代表某两个计数器集合 𝐶1 和 𝐶2 的计数器的值的向量，定义 u v
= v 表示 u 和 v

在同一个计数器上的值相同，即对于任何一个 𝑐 ∈ 𝐶1 ∩ 𝐶2 都有 u[𝑐] = v[𝑐]。
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6.3 (Czerwiński[74]) 对于 𝐶𝑃 ∪𝑇𝑃 中的计数器的一个存储值向量 𝑣，其可能

出现在 P的一个成功运行的最终格局上当且仅当其也会出现在 A ▷ P的一个成功

运行的最终格局上，即存在一个 P的成功运行的最终格局 m1 = (u1, #)满足 u1
v
= v

当且仅当存在一个 A ▷ P的成功运行的最终格局 m2 = (u2, #)满足 u2
v
= v。

首先证明⇒方向，对于 P上的一个成功运行的最终格局 m1 = (u, #)，不妨

假设在运行过程中一共进行了 𝑟 次 ′?0′ 和 ′?𝑚𝑎𝑥 ′ 命令，则可以按下面的方式构建

一个 A ▷ P的运行：

• A ▷ P先运行 A的部分将 𝑏, 𝑐, 𝑑 里的寄存器存储的值设为 𝑣(𝑏) = 𝑅, 𝑣(𝑐) =
2𝑟 + 1, 𝑣(𝑑) = (2𝑟 + 1)𝑅。

• 运行到 A ▷ P中 P的部分时，在一开始的初始化，令整个循环一共走了 𝑅

次减法而终止。

• 每次运行到原来 P中对应 ′?0′ 和 ?𝑚𝑎𝑥 的命令的时候，令对应的 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ]
与 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ] 中两个循环都做满，具体来说是每个循环都做了 𝑅 次。

• 其余的运行与 P上的成功运行保持一致。

下面说明，这样的一个运行是 A ▷ P 上的一个成功运行，并且其最终格局 m2 =

(u2, #)满足 u1
v
= u2。为此只需要说明两件事：

• 在 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ]与 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ]的一次运行相当于对 𝑟 进行了一次 ′?0′和 ′?max′命
令。

• 该运行能通过最后的 ′halt′ 命令。

第一点是非常显然的，由于令 P部分开始初始化的时候整个循环一共执行了

𝑅 次，因此对于任意的 𝑐 ∈ 𝐶𝑃 初始化后都有 𝑣(𝑥𝑟 ) + 𝑣(𝑥𝑟 ) = 𝑅，从而 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ] 每
个循环能做满 𝑅 次当且仅当在进入 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑟] 的时候有 𝑣(𝑥𝑟 ) = 0，并且执行完整段

P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ]后依旧保持 𝑣(𝑥𝑟 ) = 0，唯一有的变化是 𝑑 里的值减少了 2𝑅，而 𝑐 里的值

减少了 2。因此第一点成立，关于第二点由构造方法只需要验证 𝑑 是否是 0 即可。

注意到在初始化的时候 𝑑 会被减去 𝑅，而在每次在 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ]与 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ]中都被减

去 2𝑅 里，而一共有 𝑟 次 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ] 与 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ] 的运行，因此在最后 𝑑 的值一共被

减去了 𝑅 + 2𝑟𝑅 = (2𝑟 + 1)𝑅 次，即 𝑣(𝑑) = 0，该运行会是一个成功的运行，⇒方

向得证。

接下来证明 ⇐ 方向，注意到对于 A ▷ P 的一个成功运行，其最后必须满足

𝑦1 . . . 𝑦𝑚 里的值为 0，因此在运行完 A的部分后，𝑏, 𝑐, 𝑑 里的值一定满足：

𝑣(𝑏) = 𝑅, 𝑣(𝑐) > 0, 𝑣(𝑑) = 𝑣(𝑏) · 𝑣(𝑐) (6–2)
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因此在经过 P的初始化之后，对于任意一个 𝑟 ∈ 𝐶𝑃 有：

𝑣(𝑥𝑟 ) + 𝑣(𝑥𝑟 ) ≤ 𝑅, 𝑣(𝑑) ≥ 𝑣(𝑐) · 𝑅 (6–3)

我们说明在运行的任何时刻如果出现 𝑣(𝑑) > 𝑣(𝑐) · 𝑅，则该运行就不可能是一

个成功的运行。事实上，除了 P开头的初始化，其余会影响 𝑐, 𝑑 的值的变化的命

令仅在 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ]或 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ]出现过，而每执行完一次 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ]或 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ]，𝑐 的

值会减少 2，而 𝑑 的值最多会减少 2𝑅，因此 𝑣(𝑑) − 𝑣(𝑐) · 𝑅 的值在运行过程中只

会增加不会减少，所以一旦 𝑣(𝑑) − 𝑣(𝑐) · 𝑅 > 0，便会导致在最终有 𝑣(𝑑) > 0。

因此在 A ▷ P的任何一个成功的运行中，在其 P初始化的部分以及 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ]
与 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ] 的运行每次循环都是做满 𝑅 次的，从而每次 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ] 与 P𝑧𝑒𝑟𝑜 [𝑥𝑟 ] 都

可分别视作对 𝑟 的一次 ′?0′ 与 ′?max′ 命令，假设其最终格局为 m1 = (u1, #)，则会

存在 P上的一个成功运行，其最终格局 m2 = (u2, #)满足：u1
v
= u2，引理得证。□

引理6.3介绍了模拟测 0 的一个新方法，事实上假设存在一个 𝐵-放大器 P，则

对于任何一个 𝐵-有界测 0 程序 𝑇，由引理6.3程序 P▷T与 T有着一致的成功运行，

即可以用 P来模拟 𝐵-有界测 0 计数器的行为。另一方面，给我们一个 (𝐵, 𝑓 (𝐵))-放
大器，根据引理6.3也可以用 ▷构造一个更大的放大器，由上可得如下定理：

6.5 如果存在一个常数大小的 𝑓 -放大器 P，则对于一个多项式 𝑃，向量加法

系统可以在多项式时间内模拟 𝑓 𝑃 (𝑛) (𝐵)-有界测 0 计数器的命令。

证明借助例子6.4里的程序 P3，并且不放这里混淆 P3 里的 𝑅 与 𝐵，考察如

下的程序 T：

T
def
= P3 ▷ P ▷ · · · ▷ P︸              ︷︷              ︸

𝑃 (𝑛)

(6–4)

由 ▷的构造定义我们可知 T是多项式大小的，并且由引理6.3可知，对于常数

𝐵，T是一个 𝑓 𝑃 (𝑛) (𝐵)-生成器，即 T没有用到任何测 0 的计数，但是其存在三个

计数器 𝑏, 𝑐, 𝑑 对于任何其一个成功的运行，这三个计数器的值满足：

𝑣(𝑏) = 𝑓 𝑃 (𝑛) (𝐵), 𝑣(𝑐) > 0, 𝑣(𝑑) = 𝑣(𝑏) · 𝑣(𝑐) (6–5)

因此对于任何一个 𝑓 𝑃 (𝑛) (𝐵)-有界测 0 程序 M，由引理6.3可以用 T ▷M这样一个

没有测 0 计数器的计数程序去模拟，因此向量加法系统可以在多项式时间内模拟

𝑓 𝑃 (𝑛) (𝐵)-有界测 0 计数器的命令，引理得证。 □

— 97 —



第六章 可达性问题的复杂性

定理6.5提供了一种新的测 0 方法，也提供了一个新的证明下界的手段，

而接下来的例子就给出了用这种新方法所得出的一种有别于 Lipton 的证明的

EXPSPACE 下界证明。

6.5 考察如下的 (𝐵, 𝐵2)-有界放大器 P𝑒𝑥𝑝，其用到 2 个 𝐵-有界计数器 𝑥, 𝑦，其

余的 𝑏, 𝑐, 𝑑 都是无测 0 计数器：

计数程序 6–11 P𝑒𝑥𝑝
1 Loop;
2 𝑥 + +, 𝑦 + +, 𝑏 + +;
3 max 𝑥?;
4 Loop;
5 Loop;
6 𝑥 − −;
7 Loop;
8 𝑦 − −, 𝑑 + +;
9 test 𝑦?, 𝑦 ← 𝐵;

10 test 𝑥?, 𝑥 ← 𝐵, c++;
11 halt;

这里 𝑥 ← 𝐵 表示将 𝑥 的值赋值成 𝐵，可用下面的命令来表示：

• Loop;
𝑥 + +;

max 𝑥?;
则由定理6.5，向量加法系统可以模拟 𝐵2𝑛-有界测 0 计数器的命令，即其可

达性问题是 EXPSPACE-难的。特别的，计数程序 T = P𝑒𝑥𝑝 ▷ . . . ▷ P𝑒𝑥𝑝︸                ︷︷                ︸
𝑛

是一个

(𝐵, 𝐵2𝑛)-放大器，因此计数程序 P3 ▷ T是一个 𝐵2𝑛-放大器。

最后来解释一下为什么需要的是一个常数大小的放大器，如果存在一个关于

𝐵多项式大小的 (𝐵, 𝑓 (𝐵))-放大器 P，那么 ( 𝑓 𝑘 (𝐵), 𝑓 𝑘+1(𝐵))-放大器 P的大小就是关

于 𝑓 𝑘 (𝐵)的多项式大小，因此考虑程序 P ▷ . . . ▷ P︸       ︷︷       ︸
𝑛

，其程序大小将会是关于 𝑓 𝑛(𝐵)

的多项式大小，便失去了其模拟的意义。

至此本节已经介绍了放大器的概念，其是一种新的帮助测 0 的手段，而在后

面将介绍 Czerwiński、Lasota、Leroux 等人是如何通过这种新方法来构造出有效模
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拟测 𝐹3(𝑛)-有界测 0 计数器乃至 𝐹𝑛(𝑛)-有界测 0 计数器的手段并最终提升了向量

加法系统的可达性下界。

6.3.2

本节将介绍可达性问题的非初等下界证明[74]。由前一节证明可知，如果有一

个常数大小的 (𝐵, 𝑓 (𝐵))-放大器，其中 𝑓 (𝑥) = Ω(2𝑥)，那么根据定理6.5，就可以获

得一个 𝐹3(𝑛)-生成器从而获得关于可达性问题是非初等难的下界结论。

接下来将介绍 Czerwiński 等人在 [74] 给出的 (𝑘, 𝑘!)-放大器的构造。为了后面

叙述方便先介绍几个新命令，令 𝑥, 𝑥 是一个计数器，𝑖, 𝑖 是 𝐵-有界测 0 计数器，定

义如下的三条命令：

• 𝑥− = 𝑖 表示将计数器 𝑥 里的值减少计数器 𝑖 里的值，在执行这条命令时假设

𝑣(𝑖) = 0，可用下面这段命令来表示：

Loop;
𝑖 − −, 𝑖 + +;

test? 𝑖
Loop;
𝑥 − −, 𝑖 − −, 𝑖 + +;

test? 𝑖;

• 𝑥+ = 𝑖 + 1 与 𝑥− = 𝑖 相似，表示将计数器 𝑥 里的值加上计数器 𝑖 里的值以后

再额外加 1，同样在执行这条命令时假设 𝑣(𝑖) = 0，可用下面这段命令来表

示：

𝑥 + +;
Loop;
𝑖 − −, 𝑖 + +;

test? 𝑖
Loop;
𝑥 + +, 𝑖 − −, 𝑖 + +;

test? 𝑖;

• Loop at most 𝑥 times < body > 这条命令指的是给循环次数设置了个最大

次数，即计数器 𝑥 里存的值，执行这条命令时假设 𝑣(𝑥) = 0，可以用下面这

段命令表示：

Loop;
𝑥 − −, 𝑥 + +;
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Loop;
𝑥 + +, 𝑥 − −, 𝑥 + +;
< body >;

Czerwiński 的构造关键在于如何做乘法，比如可以用六个计数器 𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑖, 𝑖,

实现一个无测 0 计数器和一个 𝐵-有界测 0 计数器的乘法，其中 𝑖, 𝑖 是一个 𝐵-有界

测 0 计数器，则要令 𝑥 里存的值变成原来的 𝑣(𝑖)倍可用如下一段程序 P𝑚𝑢𝑙𝑡1 实现，

这里假设初始除了 𝑥 与 𝑖 外其余的计数器的值都为 0：

计数程序 6–12 P𝑚𝑢𝑙𝑡1
1 𝑧+ = 𝑖;
2 Loop;
3 𝑥 − −, 𝑥+ = 𝑖;
4 Loop;
5 𝑦 + +, 𝑥 + +, 𝑥 − −;
6 Loop;
7 𝑦− = 𝑖, 𝑧 − −;
8 halt if 𝑣(𝑧) = 0;

令 𝑥 初始的值为 𝑣𝑥、𝑖 初始的值为 𝑣𝑖，则对于任何一个运行到第六行命令的

格局 m = (u, 6)，有 u[𝑦] ≤ u[𝑥], u[𝑥] ≤ 𝑣𝑥 · 𝑣𝑖, z = 𝑣𝑖。从而最终 𝑣(𝑧) = 0 当且仅

当此时 u[𝑥] = u[𝑦] = 𝑣𝑥 · 𝑣𝑖，即完成了两个计数器之间的一个乘法。但是在这段

程序中一个乘法的成功计算是通过一次对不能测 0 的计数器进行测 0 即在最终的
′halt′ 命令测 0 所保证的，因此如果做多个乘法的话需要用多个不同的计数器在最

终测 0，会使其大小变得与乘法次数相关。

为了减少在这里的开销，Czerwiński 提出了一种新的关于一个无测 0 计数器

和一个 𝐵-有界测 0 计数器的乘法，其只关注于对 ×𝐵 的操作，其核心思想是 ×𝐵
可以由如下 𝐵 − 1 个乘法复合而得：

2
1
· 3

2
· · · 𝐵

𝐵 − 1
= 𝐵. (6–6)

考虑计数程序 P𝑚𝑢𝑙𝑡2。与 P𝑚𝑢𝑙𝑡1 类似，只有 𝑖, 𝑖 是 𝐵-有界测 0 计数器，令初始

的时候 𝑥, 𝑦, 𝑧 这三个计数器里的值均为 𝑣0，这里 𝑣0 是一个 𝐵! 的倍数，而其余计数

器里的值都为 0。可以看到其会存在一个到达终止格局的运行，必须在运行到格

局 m = (u, 9) 的时候满足 u[𝑦] = u[𝑥] = 𝑣0 · 𝐵，而对于任何一个格局 m1 = (u1, 3)，
其第一次运行到形如 m2 = (u2, 7)这样的格局时一定满足 u2 [𝑥] ≤ u1 [𝑥] · u2 [𝑖 ]

u2 [𝑖 ]−1。因
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计数程序 6–13 P𝑚𝑢𝑙𝑡2
1 𝑖 + +;
2 Loop;
3 Loop;
4 𝑥− = 𝑖, 𝑦− = 𝑖, 𝑥+ = 𝑖;
5 Loop;
6 𝑥 − −, 𝑥 + +, 𝑦 + +;
7 𝑖 + +;
8 max 𝑖?;
9 Loop;

10 𝑦− = 𝑖, 𝑧 − −;
11 halt if 𝑣(𝑧) = 0;

此由6–6，该程序能有一个到达终止格局的运行当且仅当之前每次循环次数都做满

了。

P𝑚𝑢𝑙𝑡2 是能带来重大启发的，我们可以据此构造出一个倍数差距 𝑘! 的一组数，

这里 𝑘! 就是正常的 𝑘 · (𝑘 − 1) · · · 1 的阶乘定义。具体来说可以假设一开始三个计

数器的值全是 𝑎，然后令第一个作上述的乘法最后变成值为 𝑎 · 𝑘，第二个则不断

的做除法变成 𝑎
(𝑘−1)!，最后只需要验证第三个计数器和第一个计数器里的值是 𝑘 倍

的关系，就获取了一组倍数差距为 𝑘! 的值 (𝑎 · 𝑘, 𝑎
(𝑘−1)!)，而这只需要两个 𝑘-有界

测 0 计数器即可。据此构造了程序 P 𝑓 𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙，其只用到了两个 𝑘-有界测 0 计数器

𝑖, 𝑖，其余则都是无测 0 计数器，下述引理说明了 P 𝑓 𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙 的正确性。

6.4 (Czerwiński[74]) P 𝑓 𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙 是一个 (𝑘, 𝑘!)-放大器。

考察 P 𝑓 𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙 的任何一个成功的运行，令 m = (u, 4) 表示运行中第一次执

行第 4 行命令的格局，n = (v, 19) 表示运行中第一次执行第 19 行命令的格局，我

们说明这两个格局必须满足如下条件：

• u[𝑐] = u[𝑑] = u[𝑥] = y = 𝑎, u[𝑏] = u[𝑖] = 1，这里 𝑎 是某个自然数。

• v[𝑣] = v[𝑥] = 𝑎 · 𝑘, v[𝑦] = 𝑎, v[𝑖] = 𝑘, v[𝑏] = 𝑘!, v[𝑐] = 𝑎
(𝑘−1)!。

关于 m 是比较容易说明的，因为程序可以运行第二行的循环任意多次，接下来说

明，在格局 m 确定后，格局 n 里的寄存器的值必须满足上述条件。v[𝑥] = v[𝑑] = 𝑘 ·𝑎
是显然的，否则其不能通过最后的 ′halt′ 命令，下面说明 𝑏, 𝑐 的值也如上所示。

注意到第 18 行对于 𝑖 做的 ′?max′ 测试因此第 4 行开始到第 17 行的大循环一

共会精确的执行 𝑘 − 1 次，令第 𝑖 次开始执行这个大循环的格局为 m𝑖 = (u𝑖, 4)，显

然 m1 = m。接下来证明对于任何一个 𝑗 ∈ [𝑘 − 2]，u 𝑗 与 u 𝑗+1 有如下的关系：
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计数程序 6–14 P 𝑓 𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙
1 𝑖 + +, 𝑏 + +, 𝑐 + +, 𝑑 + +, 𝑥 + +, 𝑦 + +;
2 Loop;
3 𝑐 + +, 𝑑 + +, 𝑥 + +, 𝑦 + +;
4 Loop;
5 Loop;
6 𝑐− = 𝑖, 𝑐+ = 1;
7 Loop at most 𝑏 times;
8 𝑑− = 𝑖, 𝑥− = 𝑖, 𝑑+ = 𝑖 + 1;
9 Loop;

10 𝑏 − −, 𝑏̂+ = 𝑖 + 1;
11 Loop;
12 𝑏̂ − −, 𝑏 + +;
13 Loop;
14 𝑐 − −, 𝑐 + +;
15 Loop at most 𝑏 times;
16 𝑑 − −, 𝑑 + +, 𝑥 + +;
17 𝑖 + +;
18 max 𝑖?;
19 Loop;
20 𝑥− = 𝑖, 𝑦 − −;
21 halt if 𝑣(𝑦) = 0;

1. u 𝑗 [𝑑] = u 𝑗 [𝑥].
2. u 𝑗+1 [𝑖] = u 𝑗 [𝑖] + 1.
3. u 𝑗+1 [𝑑] + u 𝑗+1 [𝑑] ≤ 𝑗+1

𝑗
· (u 𝑗 [𝑑] + u 𝑗 [𝑑]).

4. u 𝑗+1 [𝑐] + u 𝑗+1 [𝑐] ≥ 1
𝑗
· (u 𝑗 [𝑐] + u 𝑗 [𝑐]).

5. u 𝑗+1 [𝑏] + u 𝑗+1 [𝑏̂] ≤ ( 𝑗 + 1) · (u 𝑗 [𝑏] + u 𝑗 [𝑏̂]).
第 1, 2 点是显然的，而 3, 4, 5 的不等号也容易判断，以第 4 点为例，只要注意

到每次会更改 𝑣(𝑐) +𝑣(𝑐)的值的命令只有在第 6 行将 𝑐里的值减去当前 𝑖里的值并

且将 𝑐 里的值加 1，因此每次循环过后其和是必然大于原来的 1
𝑣 (𝑖) 的，𝑣(𝑏) + 𝑣(𝑏̂)

与 𝑣(𝑑) + 𝑣(𝑑)同理。

更需要关注的是等号的成立，下面说明第三个等号成立必须满足下述条件：

• 对于任何的 𝑙 ∈ [ 𝑗] 有 u𝑙 [𝑏̂] = u𝑙 [𝑐] = u𝑙 [𝑑] = 0。

• 对于任何的 𝑙 ∈ [ 𝑗] 有 u𝑙 [𝑑] = u𝑙 [𝑏] · u𝑙 [𝑐]。
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固定 𝑗 ∈ [𝑘]，考察第 8 行命令的执行次数，显然其最多能执行 min{ u 𝑗 [𝑑 ]
𝑗
,

u 𝑗 [𝑐 ]
𝑗
·

u 𝑗 [𝑏]}，因此仅有在 u 𝑗 [𝑑] = u 𝑗 [𝑏] · u 𝑗 [𝑐] 的情况下，在执行完第 5 行至第 8 行

的循环后，𝑣(𝑑) + 𝑣(𝑑) 的值会变成原来的 𝑗+1
𝑗

倍，并且为了确保循环次数必须有

u 𝑗 [𝑏̂] = u 𝑗 [𝑐] = u 𝑗 [𝑑] = 0。因此关于 𝑐, 𝑏 的两个关系式的等号也会成立。

最后为了满足格局 𝑛 中 v[𝑑] = 𝑎 · 𝑘 必须有：

v[𝑑] = 𝑘

𝑘 − 1
· u𝑘−1 [𝑑] =

𝑘

𝑘 − 1
· 𝑘 − 1
𝑘 − 2

· u𝑘−2 [𝑑] = · · · =
𝑘

𝑘 − 1
· · · 2

1
· u[𝑑] = 𝑘 · 𝑎

因此 𝑏, 𝑐 的值也都必须满足：

• v[𝑏] = 𝑘 · u𝑘−1 [𝑏] = · · · = 𝑘!.
• v[𝑐] = 1

𝑘−1 · u𝑘−1 [𝑐] = · · · = 𝑎
(𝑘−1)! .

即 𝑎 必须是 (𝑘 − 1)! 的倍数，并且 P 𝑓 𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙 是一个 (𝑘, 𝑘!)-放大器，引理得证。□

注意到 𝑓 (𝑘) = 𝑘! > 2𝑘，因此有 𝑓 𝑛(𝑛) > 2
. .
.
2}
𝑛
，所以由引理6.4和定理6.5可以

得出关于向量加法系统可达性问题的下界结论。

6.6 (Czerwiński[74]) 向量加法系统的可达性问题是 F3-难的。

该方法也可以得出关于可达性问题以维度为参数的参数复杂性结论，只需要

注意到 𝑓 𝑘 (𝑛) > 2
. .
.
2𝑛}

𝑘
，因此由定理6.5有如下结论：

6.7 (Czerwiński[74]) 对于任意的 ℎ ∈ N，(ℎ + 13)维带状态的向量加法系统

的可达性问题是 ℎ-EXPSPACE-难的。

可以使用如下的 Pℎ = P3▷P 𝑓 𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙 ▷ · ▷ P 𝑓 𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙︸                           ︷︷                           ︸
ℎ

的放大器来完成证明，并

且将其简化讲一些可以复用的计数器合并为一个即可获得结论。 □

这里我们不给出定理6.7的具体证明，因为在下一节中可以看到通过进一步的

优化获得更好的参数复杂性下界，而参数复杂性下界只是由定理6.5衍生出来的直

接推论。

6.3.3

本节将完成对可达性问题 Ackermann-完备的介绍。随着放大器概念的提出，

可达性问题的下界被进一步提升，Czerwiński，Lasota，Leroux 也分别在 [80-82] 提

出了对该方法的进一步优化，本节将介绍这部分的结论。
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6.3.3.1 6𝑘 维向量加法系统的 F𝑘 下界证明

这一节将介绍 Czerwiński 在 [80] 带来的改进。可以看到放大器的提出，实际

上是将一些模拟测 0 的操作如果没有真实的模拟则将其产生的副作用到最后去进

行惩罚，换句话说，其可以理解成将若干次测 0 合并成一次测 0，但这个合并测

0 的操作是有前提的，即需要测 0 的那个计数器其界都是一致的，不能说有一个

𝐵1-有界测 0 的计数器和一个 𝐵2-有界测 0 的计数器，我们用放大器的方法将对其

两个计数器的测 0 操作合并起来用一次测 0 来保证。

而 Czerwiński 的改进，就是基于此，他提出在满足一定的条件，即预先知道

需要多少次测 0 的情况下，可以将界不同的计数器一起来模拟测 0。为了描述清

楚此想法，下面来用个例子做介绍：

计数程序 6–15 P2𝑑𝑖𝑚

1 𝑥 + +;
2 Loop;
3 Loop;
4 𝑥 − −, 𝑦 + +;
5 Loop;
6 𝑥+ = 2, 𝑦 − −;
7 𝑖 + +;
8 max 𝑖?;
9 halt;

6.6 考察程序 P2𝑑𝑖𝑚，这里令 𝑖 是一个 𝐵-有界测 0 计数器，其余都是无测 0 计

数器，事实上对于该程序的一个成功运行，如果确保中间两个循环次数都能做满

的话，最后会得到 𝑥 里存储的值为 2𝐵，但这需要在执行完第 3 行和第 5 行两个循

环之后分别对 𝑥 和 𝑦 进行测 0。这显然是用放大器的方法无法做到的，因为 𝑥, 𝑦 一

直在变大。

但另一方面，为了确保最后 𝑥 的值是 2𝐵，只需要分别对 𝑥, 𝑦 各进行 𝐵 次测 0
即可。下述描述了一种可以通过一次测 0 就可以保证 𝑥, 𝑦 这 𝐵 次需要测 0 时都为

0 的方法。为了描述清楚先仅考虑 𝑥。在 P2𝑑𝑖𝑚 的一次成功运行中，一共会运行到

第 5 行 𝐵 次，令这 𝐵 个格局分别为 m1 = (u1, 5), . . . ,m𝐵 = (u𝐵, 5)，由上述讨论可

知，其最终格局 m = (u, #)要满足 u[𝑥] = 2𝐵 则必须有对 𝑗 ∈ [𝐵] 都有 u 𝑗 [𝑥] = 0。

注意到对于任意 𝑗 ∈ [𝐵] 有 u 𝑗 [𝑥] ≥ 0，因此上述条件满足当且仅当∑𝐵
𝑗=1 u 𝑗 [𝑥] = 0。仔细观察发现，上述和可以如此重新计算：将在运行到格局 m1 时
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对 𝑥 存储值的变化记为 𝑣1，对于格局 m 𝑗 运行到 m 𝑗+1 这一过程对 𝑥 的存储值的变

化记为 𝑣 𝑗+1，则有如下关系：

𝐵∑
𝑗=1

u 𝑗 [𝑥] = 𝐵 · 𝑣1 + (𝐵 − 1) · 𝑣2 + · · · + 𝑣𝐵 (6–7)

如果能用一个计数器 𝑐 来储存右边这个值，那么在最后就能通过对 𝑐 测 0 来保证

在 m 𝑗 , 𝑗 ∈ [𝐵] 这 𝐵 个格局时 𝑥 存储的值均为 0。该想法可以用下述程序 P2𝑑𝑖𝑚′ 来

表示：

计数程序 6–16 P2𝑑𝑖𝑚′

1 𝑥 + +, 𝑐+ = 𝐵;
2 Loop;
3 Loop;
4 𝑥 − −, 𝑦 + +, 𝑐− = 𝐵 + 1 − 𝑖;
5 Loop;
6 𝑥+ = 2, 𝑦 − −, 𝑐+ = 2(𝐵 − 𝑖);
7 𝑖 + +;
8 max 𝑖?;
9 halt if 𝑣(𝑐) = 0;

这里先不关注 + = 𝐵, − = 𝐵 + 1− 𝑖, + = 2(𝐵 − 𝑖)是如何实现的，但是如果这些

命令可以实现，那么依据上述的讨论，就可以通过最后 𝑣(𝑐) = 0 来确保第 3 行至

第 4 行的循环每次结束时 𝑣(𝑥) = 0。特别的，可以用同样的方法保证 𝑦 的测 0，并

且令其使用一个计数器，即如下程序 P2𝑑𝑖𝑚′′:

计数程序 6–17 P2𝑑𝑖𝑚′′

1 𝑥 + +, 𝑐+ = 𝐵;
2 Loop;
3 Loop;
4 𝑥 − −, 𝑦 + +, 𝑐− = 𝐵 + 1 − 𝑖, 𝑐+ = 𝐵 + 1 − 𝑖;
5 Loop;
6 𝑥+ = 2, 𝑦 − −, 𝑐+ = 2(𝐵 − 𝑖), 𝑐− = 𝐵 + 1 − 𝑖;
7 𝑖 + +;
8 max 𝑖?;
9 halt if 𝑣(𝑐) = 0;

则 P2𝑑𝑖𝑚′′ 的一个成功的运行必然满足其终止格局 m = (u, #)有 u[𝑥] = 2𝐵。
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接下来形式化的来介绍这个方法[80]。首先补充一些定义。给定一个计数程序

M和其的一个运行 𝜌，令其对应的格局为 m1 = (u1, 1), . . . ,m𝑛，定义 𝛿𝜌 [𝑖, 𝑗] 表示

从格局 m𝑖 运行到 m 𝑗 计数器存储值的变化量，即 𝛿𝜌 [𝑖, 𝑗] = u 𝑗 − u𝑖。下面的引理说

明了上述测 0 方法的正确性。

6.5 (Czerwiński[80]) 给定一个计数程序M和其的一个运行 𝜌，令其对应的

格局为 m1 = (u1, 1), . . . ,m𝑛。令 𝑐, 𝑐1, . . . 𝑐𝑘 是M中的 𝑘 +1 个计数器，𝑆𝑖 ⊆ [𝑛], 𝑖 ∈
[𝑘] 是 𝑘 个下标集合，并且对于每个 𝑆𝑖，定义函数 𝑁𝑖 ( 𝑗) = |{𝑥 |𝑥 > 𝑗, 𝑥 ∈ 𝑆𝑖}|，如

果下述条件成立：

• u1 [𝑐] =
∑𝑘
𝑖=1 |𝑆𝑖 | · u1 [𝑐𝑖]。

• 对于任意的 𝑖, 𝑗 ∈ [𝑛] 有 𝛿𝜌 [𝑖, 𝑗] [𝑐] =
∑𝑘
𝑖=1

∑ 𝑗−1
ℎ=𝑖 𝑁𝑖 (ℎ) · 𝛿𝜌 [ℎ, ℎ + 1] [𝑐𝑖]。

• u𝑛 [𝑐] = 0。

则对任意的 𝑖 ∈ [𝑘] 𝑗 ∈ 𝑆𝑖 有 u 𝑗 [𝑐𝑖] = 0。

只要证明下列事实：

u𝑛 [𝑐] =
𝑘∑
𝑖=1

∑
𝑗∈𝑆𝑖

u 𝑗 [𝑐𝑖] . (6–8)

则由于对于任意的 𝑗 ∈ [𝑛], 𝑖 ∈ [𝑘] 有 u 𝑗 [𝑐𝑖] ≥ 0，因此引理成立。事实上注意到对

𝑖 ∈ [𝑘] 和 𝑙 ∈ [𝑛] 有:

u𝑙 [𝑐𝑖] = u1 [𝑐𝑖] +
𝑙−1∑
ℎ=1

𝛿[ℎ, ℎ + 1] [𝑐𝑖] . (6–9)
□

因此重新计算 u𝑛 [𝑐] 可得：

u𝑛 [𝑐] = u1 [𝑐] + 𝛿[1, 𝑛 − 1] [𝑐]

=
𝑘∑
𝑖=1

|𝑆𝑖 | · u1 [𝑐𝑖] +
𝑘∑
𝑖=1

𝑛−1∑
ℎ=1

𝑁𝑖 (ℎ) · 𝛿𝜌 [ℎ, ℎ + 1] [𝑐𝑖]

=
𝑘∑
𝑖=1

(𝑁𝑖 (0) · u1 [𝑐𝑖] +
𝑛−1∑
ℎ=1

𝑁𝑖 (ℎ)𝛿𝜌 [ℎ, ℎ + 1] [𝑐𝑖])

=
𝑘∑
𝑖=1

∑
𝑗∈𝑆𝑖

(u1 [𝑐𝑖] +
𝑗−1∑
ℎ=1

𝛿𝜌 [ℎ, ℎ + 1] [𝑐 𝑗])

=
𝑘∑
𝑖=1

∑
𝑗∈𝑆𝑖

u 𝑗 [𝑐𝑖] .

接下来证明可达性问题是 Ackermann-完备的。令函数 𝐺1, 𝐺2, . . . 定义如下：
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• 𝐺1(𝑛) = 2𝑛.
• 𝐺𝑘 (𝑛) = 𝐺𝑘−1 ◦ · · · ◦ 𝐺𝑘−1(1)︸                    ︷︷                    ︸

𝑛

。

𝐺 𝑖 与 𝐹𝑖 的定义类似，比如 𝐺2(𝑛) = 2𝑛, 𝐺3(𝑛) = 2
. .
.
2}
𝑛
，𝐺𝑛(𝑛) 也是著名的

Ackermann 函数等。同样有如下的结论：

6.8 (schmitz[86]) 𝐺𝛼 ( |𝑀 |)-有界的计数程序 𝑀 的停机问题是 F𝛼 完备的。

计数程序 6–18 G𝑖𝑛𝑖𝑡 [𝑏, 𝑐, 𝑑]
1 𝑏+ = 𝑛;
2 𝑑+ = 𝑛, 𝑐 + +;
3 Loop;
4 𝑑+ = 𝑛, 𝑐 + +;

下面证明，可以使用引理6.5来构造一个 𝐺𝑘-放大器。

6.6 (Czerwiński[80]) 给定 𝑘, 𝑛 ∈ N可以在 𝑂 (𝑘 + 𝑛)时间内构造一个 𝐺𝑘 (𝑛)-
生成器。

首先回顾例子6.4中的程序 P3，我们可以构造一个同样的程序 G𝑖𝑛𝑖𝑡 [𝑏, 𝑐, 𝑑]，
使其的成功运行满足 𝑣(𝑏) = 𝑛, 𝑣(𝑐) = 𝑎, 𝑣(𝑑) = 𝑛 · 𝑎。这里需要注意的是 G𝑖𝑛𝑖𝑡 的长

度是 𝑂 (𝑛)的，因为 ′+ = 𝑛′ 命令实际上是由 𝑛 条 ′ + 1′ 命令组成。因此在后续的证

明的中可以假定有一组计数器初始输入是 (𝑛, 𝑎, 𝑛 · 𝑎)，其中 𝑛 是一个给定的自然

数，而 𝑎 则是任意的一个自然数。

接下来归纳证明这个结论，𝑘 = 1 的时候是显然的，程序G1 便是一个𝐺1(𝑛)-生
成器。计数器 (𝑏, 𝑐, 𝑑)将会输出 (𝐺1(𝑛), 𝑡, 𝐺1(𝑛) ·𝑡)，这里 𝑡, 𝑎 ∈ N满足 𝑡 可以取遍所

有的自然数。为了叙述方便将G1 记为G1(𝑏0, 𝑐0, 𝑑0) [𝑏, 𝑐, 𝑑]表示将 (𝑏0, 𝑐0, 𝑑0)理解

为一组初始为 (𝑛, 𝑎, 𝑛 ·𝑎)的输入，而 [𝑏, 𝑐, 𝑑]理解为对应的输出 (𝐺1(𝑛), 𝑡, 𝐺1(𝑛) ·𝑡)。

假设 ≤ 𝑘 − 1 的情况成立，考察 𝑘 的情况。由归纳假设存在一个 6𝑘 − 6 维的

𝐺𝑘−1(𝑛)-生成器，考虑程序 G𝑘，其使用如下 6𝑘 个计数器：

• 一组初始输入为 (𝑛, 𝑥, 𝑛 · 𝑎)的计数器 (𝑖, 𝑖1, 𝑖2)。
• 两个额外辅助的计数器 𝑎1, 𝑎2 和一个控制测 0 的计数器 𝐶𝑘。

• G𝑘−1 的 6𝑘 − 6 个计数器，并令 (𝑏0, 𝑐0, 𝑑0) 为输入计数器，𝑏, 𝑐, 𝑑 为输出计

数器。
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计数程序 6–19 G1

1 G𝑖𝑛𝑖𝑡 [𝑏0, 𝑐0, 𝑑0];
2 Loop;
3 Loop;
4 𝑐0 − −, 𝑐 + +, 𝑑0 − −, 𝑑+ = 2;
5 Loop;
6 𝑐0 + +, 𝑐 − −, 𝑑0 − −, 𝑑+ = 2;
7 Loop;
8 𝑐0 − −, 𝑐 + +, 𝑑0− = 2, 𝑑+ = 4;
9 𝑏0 − −, 𝑏+ = 4;

10 halt if 𝑣(𝑑0) = 0;

计数程序 6–20 G𝑘
1 𝑏0 + +, 𝐶𝑘+ = 𝑖;
2 Loop;
3 𝑐0 + +, 𝑑0 + +, 𝐶𝑘+ = 𝑖, 𝐶𝑘+ = 𝑖;
4 Loop;
5 G𝑖𝑘−1(𝑏0, 𝑐0, 𝑑0) [𝑏, 𝑐, 𝑑];
6 Loop;
7 𝑏 − −, 𝑏0 + +, 𝐶𝑘 − −;
8 Loop;
9 𝑐 − −, 𝑐0 + +, 𝐶𝑘 − −;

10 Loop;
11 𝑑 − −, 𝑑0 + +, 𝐶𝑘 − −;
12 𝑖 − −, 𝑎2 + +;
13 halt if 𝑣(𝑖), 𝑣(𝐶𝑘) = 0;
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我们维护 𝑣(𝑖) + 𝑣(𝑎1) + 𝑣(𝑎2) = 𝑛，显然初始满足条件。下面来对 G𝑘 中出现的

一些命令作一些解释。

• 首先介绍对 𝑖, 𝑎1 的测 0 命令。注意到 𝑎1, 𝑖 的取值都在 [0, 𝑛] 之间，所以与

上一节相同，其实是在用 (𝑛, 𝑥, 𝑛𝑥) 的三元组来进行测 0，test? 𝑖 如下所示，

test? 𝑎1 则是将其中的 𝑖 与 𝑎 交换即可。

𝑖1− = 2;
Loop;
𝑎1 − −, 𝑖 + +, 𝑖2 − −;

Loop;
𝑎2 − −, 𝑎1 + +, 𝑖2 − −;

Loop;
𝑎1 − −, 𝑎2 + +, 𝑖2 − −;

Loop;
𝑖 − −, 𝑎1 + +, 𝑖2 − −;

这里需要注意的是，因为程序是维持 𝑣(𝑖) + 𝑣(𝑎1) + 𝑣(𝑎2) = 𝑛，因此对 𝑖 测 0
是相当于把 𝑎1 里的值放进 𝑖 里，再将 𝑎2 里的值放进 𝑎1 里，这一操作能执

行 𝑛 次 − 1 操作当且仅当 𝑣(𝑖) = 0。完成以后还需要复位，因此还要反着再

执行一次。

• + = 𝑖 与 − = 𝑖 的命令与上一节几乎相同，只不过需要将 𝑖 换成 𝑎1 即可。

• G𝑖𝑘−1(𝑏0, 𝑐0, 𝑑0) [𝑏, 𝑐, 𝑑] 表示将 G𝑘−1 做如下改动：

– 去除其最后的 ′halt′ 命令。

– 对于 G𝑘−1 中每一个需要最后测 0 的计数器和输出计算器 𝑥，将其中的每

一个 𝑥 + +都多加一行命令 𝐶𝑘+ = 𝑖，对于每一个 𝑥 −−我们都多加一行命

令 𝐶𝑘− = 𝑖，注意到这里的计数器包括 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0, 𝑏, 𝑐, 𝑑 以及一些其他需要

测 0 的计数器。

接下来说明G𝑘 是一个𝐺𝑘 (𝑛)-生成器。首先说明程序可以在最终计数器 𝑏, 𝑐, 𝑑

上输出 (𝐺𝑘 (𝑛), 𝑡, 𝐺𝑘 (𝑛) · 𝑡)。先忽略 𝐶𝑘 的命令，事实上，第 4 行至第 12 行的循环

一共可以执行 𝑛 次，可以构造如下的运行：

1. 在第 𝑖次循环开始时，假设 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0 存储的值是 (𝐺 𝑖−1
𝑘−1(1), 𝑡𝑖−1, 𝐺

𝑖−1
𝑘−1(1) ·𝑡𝑖−1)，

由归纳假设在执行完第五行以后，𝑏0, 𝑐0, 𝑑0 里的值变为 0，𝑏, 𝑐, 𝑑 的值则变

为 (𝐺 𝑖𝑘−1(1), 𝑡𝑖, 𝐺 𝑖𝑘−1(1) · 𝑡𝑖)。
2. 执行完 6 到 10 行的命令后，程序将 𝑏, 𝑐, 𝑑 里的值全部转移至 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0，即

在第 𝑖 次循环后 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0 的值为 (𝐺 𝑖𝑘−1(1), 𝑡𝑖, 𝐺 𝑖𝑘−1(1) · 𝑡𝑖)，而 𝑏, 𝑐, 𝑑 的值全

— 109 —



第六章 可达性问题的复杂性

为 0。

3. 在第 𝑛 次循环结束第 5 行的运行后直接跳过后面的循环，直接进入最后一

行的 ′halt′ 命令。

可以看到这种运行最后是满足要求的。接下来说明任何一个成功的运行都满

足最终 𝑏, 𝑐, 𝑑 输出 (𝐺𝑘 (𝑛), 𝑡, 𝐺𝑘 (𝑛) · 𝑡)。考察上述运行需要有的保证：

• 令 G𝑘−1 最后需要测 0 的非输入计数器的计数器集合为 𝐶，在每次执行完

G𝑖𝑘−1(𝑏0, 𝑐0, 𝑑0) [𝑏, 𝑐, 𝑑] 时，𝐶 中的计数器需要是 0。

• 在每次执行完 G𝑖𝑘−1(𝑏0, 𝑐0, 𝑑0) [𝑏, 𝑐, 𝑑] 的时候 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0 的值需要是 0。

• 在每次执行完第 4 行至第 12 行的大循环的时候 𝑏, 𝑐, 𝑑 里的值需要为 0。

事实上 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0 以及 𝐶 里的计数器在整个运行中恰好都需要进行 𝑛 次

测 0，因此可以使用引理6.5来构造一个一起测 0 的计数器 𝐶𝑘。令上述计数器在进

行其第 𝑗 次测 0 前发生 ′ + 1′ 或者 ′ − 1′ 时，𝐶𝑘 相应的发生 ′ + (𝑛 + 1 − 𝑗) ′ 或者
′ − (𝑛 + 1 − 𝑗) ′ 次操作，而这一个值是被计数器 𝑖 维护的，因此只要对 𝐶𝑘 做 + = 𝑖
或者 − = 𝑖 操作便可满足。接下来说明 𝐺𝑘 是满足上述条件的：

• 在第 1 行和第 3 行中，因为 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0 都还没有测 0，因此其计数器里的值每

加 1，𝐶𝑘 的值都需要加 𝑛，而此时 𝑖 里的值为 𝑛。

• 在第 𝑗 次执行第 4 行至第 12 行的大循环的 G𝑖𝑘−1(𝑏0, 𝑐0, 𝑑0) [𝑏, 𝑐, 𝑑]时候，此

时 𝑣(𝑖) = 𝑛+1− 𝑗，需要测 0 的计数器都执行了 𝑗 −1 次测 0，因此每次当对这

些计数器进行 ′ + 1′或者 ′− 1′操作时 𝐶𝑘 需要对应的加上或者减去 𝑛 + 1− 𝑗，
即 ′+ = 𝑖′ 或者 ′− = 𝑖′。

• 在第 𝑗 次执行第 4 行至第 12 行的大循环的第 6 行至第 11 行时，由于此时

𝑏0, 𝑐0, 𝑑0 已经进行完 𝑗 次测 0，因此其每次做 ′ + 1′ 操作 𝐶𝑘 需要增加 𝑛 − 𝑗，
而 𝑏, 𝑐, 𝑑 还只完成了 𝑗 − 1 次测 0，因此其每次完成 ′ − 1′ 操作时 𝐶𝑘 需要减

少 𝑛 − 𝑗 + 1，综合起来，每次 𝐶𝑘 需要 ′ − 1′ 来完成目标。

综上，由上述讨论以及引理6.5，𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0 以及 𝐶 里的计数器能够完成

这 𝑛 次测 0 当且仅当在执行完第 𝑛 次循环的 G𝑖𝑘−1(𝑏0, 𝑐0, 𝑑0) [𝑏, 𝑐, 𝑑] 时 𝐶𝑘 的值为

0，也当且仅当最后 𝑣(𝑖) = 𝑣(𝐶𝑘) = 0。因此对于任何一个 G𝑘 的成功运行，其在

𝑏, 𝑐, 𝑑 上的输出为 (𝐺𝑛
𝑘−1(1), 𝑡, 𝐺𝑛

𝑘−1(1) · 𝑡)，即 (𝐺𝑘 (𝑛), 𝑡, 𝐺𝑘 (𝑛) · 𝑡)，且 𝑡 的取值可

以是任意的，引理得证。 □

因此由定理6.5和引理6.6可以直接得到可达性问题的下界结果。

6.9 (Czerwiński[80]) 向量加法系统的可达性问题是 Ackermann-难的，特别

的令 𝑘 ≥ 3，则 6𝑘 维带状态的向量加法系统的可达性问题是 F𝑘-难的。

— 110 —



申请上海交通大学博士学位论文

6.3.3.2 3k+2 维向量加法系统的 F𝑘 下界证明

本节将介绍 Lasota 在 [81] 上的关于可达性问题的下界结果，其在同样得到

Ackermann-难的下界的基础上，对固定维的下界结果进行了进一步的提升。

Lasota 对于测 0 方法的改进关键在于对于计数器 (𝑏, 𝑐, 𝑑)的不同运用，在之前

的章节中 𝑏 里所存储的值 𝐵 视作的是有界测 0 计数器的上界，但在 [81] 中 Lasota
将其视作为测 0 次数的上界，具体来说注意到如下的结果，一个测 0 计数器如果

没有上界限制，则称为无界测 0 计数器：

6.10 令 𝑘 ≥ 3，给定一个无界测 0 计数程序M = (𝐶,𝑇, 𝑃)，其中 |𝑇 | = 2，则

判定其是否存在一个测 0 次数不超过 𝐺𝑘 ( |M|) 的成功的运行是 F𝑘-难的。

这里函数 𝐺𝑘 的定义在上一节。令 N4 表示所有能被 4 整除的自然数，为了本

节叙述的方便，定义一个与 {𝐺𝑘}类似的一族函数 {𝐻𝑘}，𝐻𝑘 是一个从 N4 映射到

N4 的函数，其定义如下所示：

𝐻1(𝑛) = 2𝑛, 𝐻𝑖+1(𝑛) = 𝐻𝑖 · 𝐻𝑖 · · · · · 𝐻𝑖︸              ︷︷              ︸
𝑛
4

. (6–10)

不难验证，对任意的 𝑖, 𝑛 ∈ N，𝐻𝑖 (4 · 𝑛) = 4 · 𝐺 𝑖 (𝑛)，因此有：

6.11 给定一个无界测 0 计数程序M = (𝐶,𝑇, 𝑃)，其中 |𝑇 | = 2，则判定其是

否存在一个测 0 次数不超过 𝐻𝑘 ( |M|) 的成功的运行是 F𝑘-难的。

接下来说明，如果存在一组组计数器 (𝑏, 𝑐, 𝑑)满足 𝑣(𝑏) = 2𝑚, 𝑣(𝑑) = 2𝑚 ·𝑣(𝑐)，
这里 𝑚 是一个给定的值，𝑣(𝑐)可以取任意多的值，则可以使用这三个计数器去代

替只能测 0 至多 𝑚 次的无界测 0 计数程序中的测 0 操作，即用一个无测 0 计数程

序来模拟该无界测 0 计数程序。

6.7 给定一个无界测 0 计数程序 P，其实用到两个能测 0 的计数器 𝑥, 𝑦，存

在一个无测 0 计数程序 P∗，其用到额外的三个计数器 𝑏, 𝑐, 𝑑，P存在一个使用刚

好进行 𝑚 次测 0 的成功运行，当且仅当 P∗ 存在一个成功的运行，并且存在 𝑥 ∈ N，

使得 𝑏, 𝑐, 𝑑 的初始输入满足：

𝑣(𝑏) = 2𝑚, 𝑣(𝑐) = 𝑥, 𝑣(𝑑) = 2𝑚 · 𝐵, 𝑚, 𝐵 ∈ N (6–11)

证明将给出 P∗ 的构造，其核心想法是维持 𝑣(𝑐) + 𝑣(𝑥) + 𝑣(𝑦)的值不变，即

由于开始 𝑥, 𝑦 里的值为 0，因此让其和保持初始在 𝑐 里的值，不妨令其值为 𝐵。P∗

相比 P做如下改动：
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• 对于 𝑥, 𝑦 的每一次 ′ + 1′或者 ′− 1′操作，对 𝑐 进行相应的操作来保持 𝑣(𝑥) +
𝑣(𝑦) + 𝑣(𝑐)不变，即：

– ′𝑥 + +′ 变为 ′𝑥 + +, 𝑐 − −′；′𝑥 − −′ 变为 ′𝑥 − −, 𝑐 + +′。
– ′𝑦 + +′ 变为 ′𝑦 + +, 𝑐 − −′；′𝑦 − −′ 变为 ′𝑦 − −, 𝑐 + +′。

• 将 P中每一个对 𝑥 的测 0 操作 test 𝑥? 改写为如下程序 zero[𝑥]：
Loop;
𝑦 − −, 𝑥 + +, 𝑑 − −;

Loop;
𝑐 − −, 𝑦 + +, 𝑑 − −;

Loop;
𝑐 + +, 𝑦 − −, 𝑑 − −;

Loop;
𝑦 + +, 𝑥 − −, 𝑑 − −;

𝑏− = 2;

对 P中每一个对 𝑦 的测 0 操作也改写成类似上述的程序 zero[𝑦]，仅仅需要

将其中的 𝑥 和 𝑦 对换即可。

• 在 P最后的 ′halt′ 命令中添加要求检测 𝑣(𝑑)是否为 0 的命令。

接下来先说明在 zero[𝑥] 这段程序里，𝑏, 𝑐, 𝑑 能保持 𝑣(𝑑) = 𝑣(𝑐) · 𝑣(𝑏) 乘积的

关系当且仅当其真的模拟了一次成功的测 0。给定一个格局 m0 = (u0, 𝑛0)，其通过

zero[𝑥] 的格局为 m1 = (u1, 𝑛1)，则有:

u1 [𝑑] − u0 [𝑑] ≤ 2 · 𝐵 (6–12)

事实上，由于 𝑣(𝑐) +𝑣(𝑥) +𝑣(𝑦) = 𝐵是 P∗一直在保持的性质，因此在 zero[𝑥]的
第一第二个循环中 𝑑 的值最多被减少 u0 [𝑦] + u0 [𝑐] ≤ 𝐵 次, 在第三第四个循环中 𝑑

的值最多被减少 u1 [𝑦] + u1 [𝑐] ≤ 𝐵 次，且两个等号成立当且仅当 u0 [𝑐] = u1 [𝑐] = 0
并且满足 𝐵 大于等于计数器 𝑥, 𝑦 在运行中出现的任何值，因此不等式6–12成立。

对于 zero[𝑦] 也是同理。

接下来证明引理6.7成立。事实上由不等式6–12可知用 zero[𝑥] 或 zero[𝑦] 对

𝑥, 𝑦 进行一次成功的测 0 当且仅当 𝑑 的值被减少了 2𝐵。因此 P 有一个 𝑚 次测

0 的成功运行 𝜌，当且仅当 P∗ 存在一个成功的运行并且满足 𝑏, 𝑐, 𝑑 的初始值为

𝑣(𝑏) = 2𝑚, 𝑣(𝑐) = 𝐵, 𝑣(𝑑) = 2𝑚 · 𝐵，其中 𝐵 是一个大于在 𝜌 中 𝑥, 𝑦 里出现过的任

何值的数。 □

我们可以用这个性质来证明向量加法系统的下界。简单来说如果存在一个
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𝐻𝑘 (𝑛)-生成器，那么就可以用向量加法系统来模拟一个不超过 𝐻𝑘 (𝑛) 次测 0 计数

程序的运行。Lasota 在 [81] 证明了如下定理。

6.12 (Lasota[81]) 给定一个 𝑚𝑘 维的 𝐻𝑘 (𝑛)-生成器，则 𝑚𝑘 + 2 维带状态的向

量加法系统可以模拟一个不超过 𝐻𝑘 (𝑛)
2 次测 0 的无界测 0 计数程序。特别的，𝑚𝑘 +2

维带状态的向量加法系统的可达性问题是 F𝑘-难的。

令M是一个𝐻𝑘 (𝑛)-生成器，其输出的计数器为 𝑏, 𝑐, 𝑑；P是一个不超过 𝐻𝑘 (𝑛)
2

次测 0 的无界测 0 计数程序，并且其使用的会测 0 的计数器为 𝑥, 𝑦，构造如下程

序：S = M′;P∗;L:
• M′ 将最后一句 ′halt′ 删除即可。

• P∗ 的构造如同引理6.7，并且也需要将最后一句 ′halt′ 删除。

• L定义如下，这里 𝑣(M) 表示M运行到最后在最后的 ′halt′ 命令时需要测 0
的计数器，𝑣(P)同理：

Loop;
𝑥 − −, 𝑐 + +;

Loop;
𝑧𝑒𝑟𝑜[𝑥];

halt if 𝑣(M), 𝑣(P), 𝑑 = 0;

P有一个 𝑛1 次测 0 的成功运行，其中 𝑛1 ≤ 𝐻𝑘 (𝑛)
2 ，当且仅当 P∗ 模拟了 𝑛1 次

测 0 运行，L模拟进行了 𝐻𝑘 (𝑛)
2 − 𝑛1 次测 0 运行，由引理6.7P有一个不超过

𝐻𝑘 (𝑛)
2 次测 0 的运行当且仅当 S有一个成功的运行，且 S用到的计数器数量

为 𝑚𝑘 + 2，引理得证。 □

如果M里的计数器由冗余的话，还可以用其中的计数器来代替 𝑥, 𝑦，这样结

论可以进一步被改进到 𝑚𝑘 维的向量加法系统的可达性问题是 F𝑘-难的。

最后只需要证明存在一个 3𝑘 + 2 维的 𝐻𝑘 (𝑛)-生成器即可，其同样也用到了上

述提到的测 0 方法。

6.13 (Lasota[81]) 给定 𝑘 和 𝑛，可以在𝑂 (𝑛 + 𝑘)时间内构造一个 𝐻𝑘 (𝑛)-生成

器，其用到了 3𝑘 + 2 个计数器。

证明对 𝑘 作归纳给出 𝐻𝑘 (𝑛)-生成器的构造，并且其用到 3𝑘 + 3 个计数器。

𝑘 = 1 时，𝐻1(𝑛) = 2𝑛，在引理6.6中的 G1 即符合要求，并且我们令其中的 𝑏, 𝑐, 𝑑
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计数器重命名为 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1。注意到 𝐻𝑘 (𝑛)的定义，下面只考虑在 N4 上的放大，即

假设 𝑛 是可以被 4 整除的。

假设已经存在了一个 𝐻𝑘−1(𝑛)-生成器 H𝑘−1，接下来构造 H𝑘。由归纳假设

H𝑘−1 可以视作一个有一组输入计数器 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0 的计数程序，其输出计数器为

𝑏𝑘−1, 𝑐𝑘−1, 𝑑𝑘−1，H𝑘 在此基础上多使用 3 个计数器 𝑏𝑘 , 𝑐𝑘 , 𝑑𝑘。首先介绍如下在 H𝑘
要用到的一些指令：

• 构造会使用 zero[𝑥] 这些子程序，该定义与引理6.7的证明里所定义的相同，

只是其中的计数器 𝑏, 𝑐, 𝑑 被重命名为了 𝑏𝑘 , 𝑐𝑘 , 𝑑𝑘。

• 构造使用一个子程序 L，其可以视作将输入计数器 𝑏𝑘−1, 𝑐𝑘−1, 𝑑𝑘−1 里储存的

值转移到输出计数器 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0 里。不难验证，令格局 m = (u, 1) 满足 u =

[𝐵, 𝑥, 𝐵𝑥, 0, 0, 0]，则L从其出发的一个成功的运行满足最终格局 m′ = (u′, #)
有 u′ = [0, 0, 0, 𝐵, 𝑥, 𝐵𝑥]。

计数程序 6–21 L
1 Loop;
2 Loop;
3 𝑐𝑘−1 − −, 𝑐0 + +, 𝑑𝑘−1 − −, 𝑑0 + +;
4 Loop;
5 𝑐𝑘−1 + +, 𝑐0 − −, 𝑑𝑘−1 − −, 𝑑0 + +;
6 𝑏𝑘−1− = 2, 𝑏0+ = 2;
7 Loop;
8 𝑐𝑘−1 − −, 𝑐0 + +, 𝑑𝑘−1 − −, 𝑑0 + +;
9 𝑏𝑘−1− = 2, 𝑏0+ = 2;

10 halt if 𝑣(𝑑𝑘−1) = 0;

• 构造还将使用 SetZero[𝑐𝑘] 子程序，其定义如下：

Loop;
𝑐𝑘 − −, 𝑑𝑘− = 4;

𝑧𝑒𝑟𝑜[𝑐𝑘];
𝑧𝑒𝑟𝑜[𝑐𝑘];

• 对于一个计数程序 P，用 P表示经如下修改的程序：

– 对每个 𝑑0, 𝑑𝑘−1 做加减的操作，添加上对 𝑐𝑘 做减加的命令，以此来保证

𝑣(𝑐𝑘) + 𝑣(𝑑0) + 𝑣(𝑑𝑘−1)的值不变。

– 去除此最后的 ′halt′ 命令。

接下来给出 H𝑘 的定义。H𝑘 的定义如下：
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计数程序 6–22 H𝑘
1 𝑏𝑘+ = 4(𝑛 + 1), 𝑑𝑘+ = 4(𝑛 + 1), 𝑐𝑘 + +;
2 Loop;
3 𝑑𝑘+ = 4(𝑛 + 1), 𝑐𝑘 + +;
4 𝑏0+ = 8, 𝑑0+ = 8, 𝑐0 + +, 𝑐𝑘− = 8;
5 Loop;
6 𝑑0+ = 8, 𝑐0 + +, 𝑐𝑘− = 8;
7 Loop;
8 P;
9 zero[𝑑0];

10 L;
11 zero[𝑑𝑘−1];
12 SetZero[𝑐𝑘];
13 halt if 𝑣(𝑑𝑘) = 0;

先说明 H𝑘 可以最终在计数器 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0 上输出 (𝐻𝑘 (𝑛), 𝑥, 𝐻𝑘 (𝑛) · 𝑥)。注意到每

次执行 zero[𝑑0]或者 zero[𝑑𝑘−1]计数器 𝑏𝑘 的值都会减少 2，执行 SetZero[𝑐𝑘]时 𝑏𝑘

的值也会减少 4，因此第 7 行开始到第 11 行的大循环至多执行 𝑛 次。假设存在一

次执行了 𝑛 次的运行，并且每次执行 zero[𝑑0]与 zero[𝑑𝑘−1]时 𝑑0, 𝑑𝑘−1 的值都分别

为 0，令 u𝑖 表示第 𝑖 次开始执行第 7 行命令时计数器存储的值，特别的令 u𝑛+1 表

示第 𝑛 次循环结束后计数器的值，则由归纳假设有：

• u1 [𝑏0] = 8, u1 [𝑑0] = 8 · u1 [𝑐0].
• 对于 𝑗 ≥ 2，我们有 u 𝑗 [𝑏0] = 𝐻𝑘−1(u 𝑗−1 [𝑏0]), u 𝑗 [𝑑0] = u 𝑗 [𝑏0] · u 𝑗 [𝑐0]。
注意到 𝐻𝑘 (𝑛) = 𝐻𝑘−1 ◦ · · · ◦ 𝐻𝑘−1(8)︸                    ︷︷                    ︸

𝑛
4 −1

，因此令 𝑚 = 4(𝑛 + 1)，由归纳假设有:

u𝑛+1 [𝑏0] = 𝐻𝑛
𝑘−1(8) = 𝐻𝑘 (𝑚), u𝑛+1 [𝑑0] = 𝐻𝑘 (𝑚) · u𝑛+1 [𝑐0] (6–13)

然后说明，H𝑘 的任何一次成功运行当且仅当满足 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0 最后输出

(𝐻𝑘 (𝑛), 𝑥, 𝐻𝑘 (𝑛) · 𝑥)。事实上只要注意到，每次在执行 zero[𝑥] 的命令时，由引

理6.7𝑏𝑘 , 𝑐𝑘 , 𝑑𝑘 的变化量 Δ(𝑏𝑘),Δ(𝑐𝑘),Δ(𝑑𝑘)满足:

Δ(𝑏𝑘) = 2, Δ(𝑑𝑘) ≤ 2 · Δ(𝑐𝑘) (6–14)

因此令执行到第四行时 𝑐𝑘 里的值为 𝐵，则最终 𝑑𝑘 的值为 0 当且仅当执行到

第 12 行命令时其计数器的值 u 满足:

u𝑛 [𝑏] = 4, u𝑛 [𝑑] = 4 · u𝑛 [𝑐] (6–15)
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因此由关系6–14，等式6–15能满足当且仅当之前每一次模拟测 0 都如预想般

执行，即 H𝑘 是一个 𝐻𝑘 (𝑛)-生成器。显然 𝐻𝑘 是在 𝑂 (𝑛 + 𝑘)时间可以完成的，最后

注意到计数器 𝑏𝑘 的大小最多为 4𝑛 + 4，因此可以将其编码至程序里而省去一个计

数器，所以我们在 𝑂 (𝑛 + 𝑘)的时间内构造出了一个用 3𝑘 + 2 个计数器的 𝐻𝑘 (𝑛)-生
成器，引理得证。 □

6.3.3.3 2k+4 维向量加法系统的 F𝑘 下界证明

本节将介绍 Leroux 在 [82] 提出的对向量加法系统可达性问题的下界改进，其

通过一种不同于 Czerwiński 与 Lasota 对于 [74] 中对 Ackermann 函数的计算方法

以及对测 0 方法的改进，获得了目前已知的最好以维数为参数的参数复杂性下界。

首先回顾 𝐹𝑘 (𝑥) 的定义，有 𝐹0(𝑥) = 𝑥 + 1, 𝐹𝑘 (𝑥) = 𝐹 𝑥+1𝑘−1 (𝑥)，并且 Ackermann
函数 𝐴(𝑛) = 𝐹𝜔 (𝑛)。由此可以定义一个在向量上的函数 𝐹v，令 v 是一个 N上的 𝑑

维向量，则 𝐹v 定义为：

𝐹v(𝑛) = 𝐹v[𝑑 ]
𝑑 ◦ 𝐹v[𝑑−1]

𝑑−1 ◦ · · · ◦ 𝐹v[1]
1 (𝑛) (6–16)

我们使用一些记号，令 k𝑑,𝑖 表示一个仅在第 𝑖 维为 𝑘 其余为 0 的 𝑑 维向量，

则显然有 F1𝑑,𝑑 (𝑛) = 𝐹𝑑 (𝑛), 𝐹(n+1)𝑑,𝑑 (𝑛) = 𝐹𝑑+1(𝑛)。接下来介绍计算 Ackermann 函

数的一个新方法，令 Eval𝑑 (u, 𝑛) : N𝑑 × N → N𝑑 × N 是一个 𝑑 + 1 维上的函数，

𝑝
def
= min{𝑖 | u[𝑖] > 0}，则 Eval𝑑 定义如下：

Eval𝑑 (u, 𝑛)
def
=


(u − 1𝑑,𝑝, 2𝑛 + 1), if 𝑝 = 1,

(u − 1𝑑,𝑝 + (n + 1)𝑑,𝑝−1, 𝑛), if 𝑝 > 1

显然对于确定的 u 和 𝑛，Eval𝑑 的迭代次数是有限的，记其迭代次数最多的函

数为 𝐸 (u, 𝑛)，即：𝐸 (u, 𝑛) = Eval𝑚𝑎𝑥𝑑 (u, 𝑛)。在 [158] 中关于 𝐸 函数有如下结论：

6.8 ([158]) 给定 u ∈ N𝑑 和 𝑛 ∈ N，有：

𝐸 (u, 𝑛) = (0𝑑, 𝐹u(𝑛))

特别的有 𝐸 ((n + 1)𝑑, 𝑛) = (0𝑑, 𝐹𝑑+1(𝑛))。

有了 𝐸 函数，便可以通过只做乘法和加法的方式计算出 𝐴(𝑛) 的值，即对一

个 𝑛 维向量和一个值 𝑛 不停的调用 Eval 函数。为了进一步减少模拟测 0 的计数器

使用，Leroux 在 [82] 提出了一种 𝐾-预生成器 (𝐾-preamplifier)，其是对定义6.2的

一种扩展。
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6.3 (Leroux[82]) 一个 𝐾-预生成器是一个无测 0 计数程序M = (𝐶, 𝑃)，考察

其中的 3 个计数器 𝑏, 𝑐, 𝑑，其满足：

• 对于一个成功运行的最终格局 m = (u, #)都满足对于计数器 𝑖 ∈ 𝐶 \ {𝑏, 𝑐, 𝑑}
有 u[𝑖] = 0，并且有 u[𝑑] ≥ u[𝑏] · u[𝑐]，等号成立当且仅当 u[𝑏] = 𝐾。

• 对于任意的 𝑙 ∈ N都存在一个成功运行的最终格局 m = (u, #) 满足：u[𝑐] =
𝑙, u[𝑑] = u[𝑏] · u[𝑐]。

6.7 计数程序 Q1 就是一个非常简单的 𝑅-预生成器。

计数程序 6–23 Q1

1 𝑏+ = 𝑅;
2 𝑑+ = 𝑅, 𝑐 + +;
3 Loop;
4 𝑑+ = 𝑅, 𝑐 + +;
5 Loop;
6 𝑏 − −;
7 halt;

给定一个 𝐾-预生成器 Q，可以通过添加 4 个计数器的方式生成一个 𝐾-生成

器 Q′。简单来说，令 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1 这 3 个额外的计数器在 Q赋值 𝑏, 𝑐, 𝑑 的操作，使

其保持 𝑣(𝑏) = 𝑣(𝑏1), 𝑣(𝑐) = 𝑣(𝑐1), 𝑣(𝑑) = 𝑣(𝑑1)，再令一个额外的计数器 𝑏̂1 保持

𝑣(𝑏̂1) = 0。最后在 Q的最后添加如下命令：

Loop;
𝑏1 − −, 𝑏1 + +, 𝑑1 − −;

𝑐1 − −;
Loop;
𝑏1 + +, 𝑏1 − −, 𝑑1 − −;

𝑐1 − −;
halt if 𝑣(𝑑1) = 0;

不难发现最后 𝑑1 里的值为 0 当且仅当进入这段命令时的格局 m = (u, _)满足：

u[𝑑1] = u[𝑏1] · u[𝑐1]，即 u[𝑑] = u[𝑏] · u[𝑐]，从而由定义6.3我们有 u[𝑏] = 𝐾，因

此 Q′ 是一个 𝐾-生成器。

但 Leroux 发现仅仅需要一个 𝐾-预生成器 Q，便能获得与生成器几乎同样的

效果。如果一个计数程序在任何时候所有计数器里的值加起来都不超过 𝐾，则称
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其是 𝐾-限界的。类似于引理6.3和定理6.5，对于一个 𝐾-限界的计数程序 P，如果

存在一个 𝐾-预生成器 Q，我们则可以构造一个无测 0 计数程序 Q ⊵ P来模拟 P的

行为。

Q⊵P的构造是这样的。假设Q和 P使用的计数器名字是互不相同的，否则可

以重命名。令 P 中需要测 0 的计数器为 𝑏1, . . . 𝑏𝑛，Q的输出计数器为 𝑏, 𝑐, 𝑑，Q⊵P

的核心想法就是令 𝑣(𝑏) + 𝑣(𝑏1) + · · · + 𝑣(𝑏𝑛) 一直保持不变，即一直为 𝐾。则类

似于引理6.7，对 𝐵 = {𝑏1, . . . 𝑏𝑛} 的测 0 命令用如下程序 zero𝐵 [𝑏 𝑗] 来模拟，令需

要测 0 的计数器为 𝑏 𝑗，将这些计数器和计数器 𝑏 重新编号为 𝑏𝑖0 , . . . 𝑏𝑖𝑛，并且令

𝑏𝑖0 = 𝑏 𝑗 , 𝑏𝑖1 = 𝑏：

For k = 1 to n;
Loop;
𝑏𝑖𝑘 − −, 𝑏𝑖𝑘−1 + +, 𝑑 − −;

For k = n to 1;
Loop;
𝑏𝑖𝑘−1 − −, 𝑏𝑖𝑘 + +, 𝑑 − −;

𝑐− = 2;

这里 For k = 1 to n < body > 是一种简写，表示将 < body > 的命令按 𝑘 = 1 到

𝑛 按顺序写 𝑛 遍。其能模拟测 0 的核心想法是一样的，在每次执行过程中 𝑑 的值

最多减少 2𝐾，并且刚好能减少 2𝐾 当且仅当被测 0 的计数器 𝑏 𝑗 开始和结束的值

都为 0，所以只要维护 𝑣(𝑑) = 𝐾 · 𝑣(𝑐)就可以在最后对 𝑐, 𝑑 测 0 来确保模拟测 0 的

正确性。因此 T = Q ⊵ P = Q′;P′;S定义如下：

• Q′ 减少了最后一条终止命令。

• P′ 将 P中每一个对 𝑏 𝑗 ∈ 𝐵 的测 0 命令都换成 zero𝐵 [𝑏 𝑗]，并且对于 𝑏 𝑗 + +或

者 𝑏 𝑗 − −，都相应添加 𝑏 − −或者 𝑏 + +，并且也删除最后一条终止命令。

• S定义如下:

Loop;
𝑏 − −;

halt if 𝑣(Q), 𝑣(P), 𝑣(𝑏), 𝑣(𝑐), 𝑣(𝑑) = 0;

与之前的定理相同，𝐾-限界计数程序 P有一个成功的运行当且仅当 T有一个

成功的运行，而 T的大小是 𝑂 (𝑛( |P| + |Q|))的，因此有如下定理：

6.14 (Leroux[82]) 给定一个 𝐾-预生成器 Q，对于任何一个 𝐾-限界计数程序

P可以构造一个大小为 𝑂 (𝑛(|P| + |Q|)) 的向量加法系统来模拟，特别的如果 Q的

大小是在 F<3 的，则 VAS 的可达性问题是 Ackermann-难的。
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有了定理6.14，接下来只需要构造一个有效的 𝐴(𝑛)-预生成器。由引理6.8，首

先需要构造一个能够计算 Eval𝑘 的无测 0 计数程序，Leroux 在 [82] 使用了 2𝑘 + 6
个计数器来计算 Eval𝑘，接下来介绍这个程序。首先介绍计数程序 U𝑘, 𝑝，其目的是

计数程序 6–24 U𝑘, 𝑝
1 𝑦𝑝 − −, 𝑦𝑝−1 + +;
2 Loop;
3 𝑐1 − −, . . . 𝑐𝑘+1 − −, 𝑑 + +;
4 Loop at most 𝑐 times;
5 𝑑 − −, 𝑐𝑝 + +, 𝑐1 + +, . . . 𝑐𝑘+1 + +;
6 Loop at most 𝑦0 times;
7 𝑦𝑝−1 + +;
8 Loop at most 𝑐 times;
9 𝑐 − −;

10 Loop at most 𝑏 times;
11 𝑑 − −, 𝑐𝑝+ = 2, 𝑐𝑝+1 + +, . . . , 𝑐𝑘+1 + +;
12 updateB𝑘, 𝑝;

为了对于一个特定的 𝑝 ∈ [𝑘] 来计算 Eval𝑘，则 U𝑘 可以通过一个非确定的选择调

用 U𝑘, 𝑝 来完成对 Eval𝑘 的运算。

U𝑘, 𝑝 使用 2𝑘 + 4 个计数器，分别为 𝑐, 𝑐, 𝑐1, . . . 𝑐𝑘+1, 𝑑, 𝑏, 𝑏̂, 𝑦0, 𝑦̂0, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘。在

程序 U𝑘, 𝑝 中还使用了一些特别的命令，介绍如下：

• Loop at most 𝑐 times< body > 该命令与章节6.3.2中相同，简单来说就是令

< body > 内的指令至多执行 𝑣(𝑐) + 𝑣(𝑐)次，再次回顾下其具体定义：

Loop;
𝑐 − −, 𝑐 + +;

Loop;
𝑐 + +, 𝑐 − −, < body >;

• updateBk,p 是一段子程序，当 𝑝 > 1 的时候其为空，而当 𝑝 = 1 的时候，其

定义如下：

𝑦0 + +;
Loop at most 𝑦0 times;
𝑦0 − −, 𝑦0 + +;
Loop at most 𝑏 times;
𝑏 + +;
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𝑦0 − −;

关于 updateBk,1 有如下性质。

6.9 令 updateBk,1 的一个运行是从格局 m1 = (u1, 𝑖1)至格局 m2 = (u2, 𝑖2)，则

有：

• u1 [𝑦0] + u1 [𝑦0] = u2 [𝑦0] + u2 [𝑦0]。
• u2 [𝑏] + u2 [𝑏̂] ≤ 2

u1 [𝑦0 ]+1
2 (u1 [𝑏] + u1 [𝑏̂])，并且当 u1 [𝑦0] + u1 [𝑦0] 是奇数时等

号可以取到。

注意到在 updateBk,1 中第 2 行至第 5 行对 𝑦0, 𝑦0 的操作都是互补的，即每

当对 𝑦0 做加减操作时，会立即对 𝑦0 做相反的操作，因此 𝑣(𝑦0) + 𝑣( 𝑦̂0)的值能保持

不变，第一点成立。

对于第二点只需要注意，第 4 行到第 5 行的 Loop at most 𝑏 times< b + + > 命

令执行一次最多将 𝑏 里存储的值变成原来的两倍，另一方面第 2 行的循环里由于

每次 𝑦0 多减了一次，因此最多执行 u1 [𝑦0 ]+u1 [𝑦0 ]+1
2 次，从而：

u2 [𝑏] + u2 [𝑏̂] ≤ 2
u1 [𝑦0 ]+1

2 (u1 [𝑏] + u1 [𝑏̂]) (6–17)

等号成立当且仅当 u1 [𝑦0] + u1 [𝑦0] + 1 能被 2 整除，即 u1 [𝑦0] + u1 [𝑦0] 是奇数，并

且有上述讨论有 u2 [𝑦0] = u2 [𝑏̂] = 0，其余计数器的值保持不变。 □

将 𝑦0, . . . 𝑦𝑘 视作一个输入输出的编码，即令其编码 (y, 𝑛) ∈ N𝑘 · N，其中

y = [𝑣(𝑦1), . . . , 𝑣(𝑦𝑘)], 𝑣(𝑦0) = 𝑛。对于一个格局 m = (u, 𝑖)，令其编码 f [m] =

(u[𝑦1, . . . , 𝑦𝑘], u[𝑦0])。
称一个格局 m = (u, 𝑖)是好的，如果其满足下列条件：

• u[𝑑] = u[𝑐] = u[𝑏̂] = u[𝑦0] = 0。

• u[𝑐] > 0, u[𝑏] = 2u[𝑦0 ] , u[𝑐1] = 2u[𝑦0 ] · u[𝑐]。
• 对于 𝑗 ∈ [𝑘]，有 u[𝑐 𝑗+1] = 2u[𝑦 𝑗 ] · u[𝑐 𝑗]。

而对于 𝑗 ≥ 2，称一个格局 m = (u, 𝑖)是 𝑗-坏的，如果其满足：

u[𝑐] + u[𝑐] > 0, u[𝑐 𝑗] + u[𝑑] > 2u[𝑦 𝑗−1 ] (u[𝑐 𝑗−1] + u[𝑑])

并且对于 𝑙 > 𝑗 有 u[𝑐𝑙] + u[𝑑] = 2u[𝑦𝑙−1 ] (u[𝑐𝑙−1] + u[𝑑])。如果格局满足 u[𝑐] =
u[𝑑] = 0, u[𝑏] + u[𝑏̂] < 2u[𝑦0 ]+u[𝑦0 ] , u[𝑐1] = 2u[𝑦0 ]+u[𝑦0 ]u[𝑐] 并且对于 𝑙 > 1 有

u[𝑐𝑙] = 2u[𝑦𝑙−1 ] · u[𝑐𝑙−1] 则称该格局是 1-坏的。为了方便叙述，称一个好的格局是

0-坏的。下面说明对于 U𝑘, 𝑝，如果其存在由一个 𝑗1-坏的格局到 𝑗2-坏的格局，则必

须会有 𝑗2 ≥ 𝑗1，即好的格局只能从好的格局出发运行到，并且一旦变成了 𝑗-坏的

格局 ( 𝑗 > 0)，则不可能再到达一个好的格局。
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6.10 (Leroux[82]) 令 m1 = (u1, 𝑖1) 是一个 𝑗1-坏的格局，如果 U𝑘, 𝑝 存在一个

由 m1 到 m2 的运行，则 m2 = (u2, 𝑖2)是一个 𝑗2-坏的格局并且 𝑗2 ≥ 𝑗1，特别的，如

果 m1 是一个好的格局，并且满足 u1 [𝑐]是 u1 [𝑏]的倍数并且 𝑝 是最小的下标满足

u1 [𝑦𝑝] > 0，则存在一个运行使其终止格局 m3 = (u3, 𝑖3)也是一个好的格局，并且

满足：

• u3 [𝑐𝑘+1] = u1 [𝑐𝑘+1]。
• 令 m1,m3 两个格局的编码分别为 𝑓 , 𝑔，则有 𝑔 = Eval𝑘, 𝑝 ( 𝑓 )。

先来证明第二点。第二点是容易的，令 m1 = (u1, 𝑖1)是一个好的格局，下面

构造一个运行，使其最后的格局 m3 = (u3, 𝑖3) 满足要求。事实上只需要给出各个

循环的执行次数即可，该运行按如下的方式进行：

• 第 2 行开始的循环执行 u1 [𝑐1] 次。

• 第 4 行开始的循环执行 u1 [𝑐] 次。

• 第 6 行开始的循环执行满，一共 𝐶 次。

• 第 8 行开始的循环每次都执行满 u1 [𝑐] 次，记总共执行的次数为 𝐶1 次。

• 第 10 行开始的循环也每次都执行满 u1 [𝑏] 次，记总共执行的次数为 𝐶2 次。

先考虑 𝑝 > 1 的情况，则 𝐶 = u1 [𝑦0]。注意到因为 𝑚 是一个好的格局，所以

u1 [𝑐1] = 2u1 [𝑦0 ] · u1 [𝑐]，因此第 8 行一共执行的次数为：

𝐶1 =
𝐶∑
𝑗=1

u1 [𝑐]
2 𝑗

=
𝐶∑
𝑗=1

2− 𝑗 · u1 [𝑐] = (1 − 2−𝐶))u1 [𝑐] (6–18)

因此第 10 行一共执行的次数为：

𝐶2 = 𝐶1 · u1 [𝑏] = (2𝐶 − 1)u1 [𝑐] (6–19)

这些次数是可以执行完的，因为在执行到第 6 行开始时，计数器里 𝑑 的值为：

𝑣(𝑑) = u1 [𝑐1] − u[𝑐] = (2𝐶 − 1)u[𝑐] (6–20)

因此第 11 行里我们可以对 𝑑 做 𝐶2 次减法，即第 10 行开始的循环可以做 𝐶2 次。

所以对最终格局 m3 有：

• u3 [𝑏̂] = u3 [𝑐] = u3 [𝑦0] = 0, u3 [𝑑] = 2𝐶u1 [𝑐] − u1 [𝑐] − 𝐶2 = 0。

• 对于 𝑦𝑖 的值的变化情况有：

u3 [𝑦 𝑗] =


u1 [𝑦 𝑗], if 𝑗 ≠ 𝑝 − 1, 𝑝,

u1 [𝑦 𝑗] + u1 [𝑦0] + 1, if 𝑗 = 𝑝,

u1 [𝑦 𝑗] − 1, if 𝑗 > 𝑝
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从而对于 u1, u3 的两个编码 𝑓 , 𝑔 有 𝑔 = Eval𝑘, 𝑝 ( 𝑓 )。
• u3 [𝑐] = u1 [𝑐 ]

2u1 [𝑦0 ] =
u1 [𝑐 ]
u1 [𝑏]。

• 对于 𝑐 𝑗 的值的变化情况有：

u3 [𝑐 𝑗] =


u1 [𝑐 𝑗] − u1 [𝑐1] + u1 [𝑐], if 𝑗 < 𝑝,

u1 [𝑐 𝑗] − u1 [𝑐1] + 2(u1 [𝑐] + 𝐶2), if 𝑗 = 𝑝,

u1 [𝑐 𝑗] − u1 [𝑐1] + u1 [𝑐] + 𝐶2, if 𝑗 > 𝑝

从而对于 𝑗 ∈ [𝑘] 有：

u3 [𝑐 𝑗+1] = 2u3 [𝑦 𝑗 ] · u3 [𝑐 𝑗] (6–21)

即 m3 依旧是一个好的格局。𝑝 = 1 时类似，因为并不改变循环做的次数，

并且由引理6.9不难同样验证 m3 是一个好的格局，并且编码了一次 Eval𝑘, 𝑝
的运算。

然后来证明第一点。先考虑 𝑗1 ≥ 2 的情况，令 m1 是一个 𝑗1-坏的格局，则有：

• u1 [𝑐] + u1 [𝑐] > 0。

• 对于 𝑙 > 𝑗1 有 u1 [𝑐𝑙] + u1 [𝑑] = 2u1 [𝑦𝑙−1 ] (u1 [𝑐𝑙−1] + u1 [𝑑])。
• 对于 𝑗1 有 u1 [𝑐 𝑗1] + u1 [𝑑] > 2u1 [𝑦 𝑗1−1 ] (u1 [𝑐 𝑗1−1] + u1 [𝑑])。
证明的关键还是考虑其中循环的执行次数，令五个循环的执行次数分别为

𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, 𝐿4, 𝐿5，则不难发现执行后的格局 m2 满足：

• 对于 𝑐 𝑗 的值的变化来说有：

u2 [𝑐 𝑗] =


u1 [𝑐 𝑗] − 𝐿1 + 𝐿2, if 𝑗 < 𝑝,

u1 [𝑐 𝑗] − 𝐿1 + 2(𝐿2 + 𝐿5), if 𝑗 = 𝑝,

u1 [𝑐 𝑗] − 𝐿1 + 𝐿2 + 𝐿5, if 𝑗 > 𝑝

• 对于 𝑦 𝑗 的值的变化来说有：

u2 [𝑦 𝑗] =


u1 [𝑦 𝑗], if 𝑗 ≠ 𝑝 − 1, 𝑝,

u1 [𝑦 𝑗] + 𝐿3 + 1, if 𝑗 = 𝑝 − 1,

u1 [𝑦 𝑗] − 1, if 𝑗 = 𝑝

• u2 [𝑐] + u2 [𝑐] = u1 [𝑐] + u1 [𝑐] − 𝐿4。

• u2 [𝑑] = u1 [𝑑] + 𝐿1 − 𝐿2 − 𝐿5。

下面观察 u1 [𝑐 𝑗] + u1 [𝑑]和 2u1 [𝑦 𝑗−1 ] (u1 [𝑐 𝑗−1] + u1 [𝑑])的变化。为了方便叙述，记第

一个的变化值为 Δ1，第二个的变化值为 Δ2。对 𝑗 做分类讨论：
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• 𝑗 < 𝑝，则有 Δ1 = −𝐿5, Δ2 = −𝐿5 · 2u1 [𝑦 𝑗−1 ]。

• 𝑗 = 𝑝，则有 Δ1 = 𝐿2 + 𝐿5, Δ2 = 2u1 [𝑦𝑝−1 ]+𝐿3+1(u1 [𝑐𝑝−1] + u1 [𝑑] − 𝐿5) −
2u1 [𝑦𝑝−1 ] (u1 [𝑐𝑝−1] + u1 [𝑑])。

• 𝑗 = 𝑝 + 1，则有 Δ1 = 0, Δ2 = 2u1 [𝑦𝑝 ]−1(𝐿2 + 𝐿5 − u1 [𝑐𝑝] − u1 [𝑑])。
• 𝑗 > 𝑝 + 1，则有 Δ1 = Δ2 = 0。

因此只需要考虑 𝑗 = 𝑝, 𝑝 + 1 的情况。𝑝 + 1 的情况是简单的，注意到 u2 [𝑑] ≥
0, u1 [𝑐𝑝] ≥ 𝐿1，因此有 𝐿2 + 𝐿5 ≤ u1 [𝑑] + 𝐿1 ≤ u1 [𝑐𝑝] + u1 [𝑑]，即此时 Δ2 ≤ 0。

再来考虑 𝑗 = 𝑝 的情况，只需要证明 𝑗1 ≤ 𝑝 的时候成立即可。注意到此时有

u2 [𝑐𝑝+1] + u2 [𝑑] = 2u1 [𝑦𝑝 ] (u1 [𝑝] + u1 [𝑑])，因此有上述讨论有 u1 [𝑐𝑝] = 𝐿1。但此时

由定义有 u1 [𝑐 𝑗1] < u1 [𝑐𝑝]，因此:

u1 [𝑐𝑝] = 𝐿1 = min{u1 [𝑐 𝑗] | 𝑗 ∈ [𝑘 + 1]} ≤ u1 [𝑐 𝑗1] < u1 [𝑐𝑝] = 𝐿1 (6–22)

这是矛盾的，因此不可能发生。再来考虑 m1 是 1-坏的情况，只需证明此时 m2 不可

能是一个好的格局。反设 m2 是一个好的格局，注意到 u1 [𝑏] +u1 [𝑏̂] < 2u1 [𝑦0 ]+u1 [𝑦0 ]，

并且 u2 [𝑏] = 2u2 [𝑦0 ]，因此 u2 [𝑦0] > 0，这已经与 m2 是好的格局相矛盾。

对于 𝑝 = 1 的情况，由引理6.9和上述的讨论同理可证，因此结论成立，命题

得证。 □

有了引理6.10，便可以获得一个 𝐹𝑑 (𝑛)-预生成器，见如下定理。

6.15 (Leroux[82]) 存在一个使用 2𝑘+4 个计数器，大小为𝑂 (𝑛𝑘4𝑛)的 2𝐹𝑑+1 (𝑛)-
预生成器。

先来证明 A𝑘,𝑛 是一个 2𝐹𝑑+1 (𝑛)-预生成器。首先说明存在一个从初始格局到

一个格局 m = (u, #) 的成功运行满足 u[𝑏] = 2𝐹𝑑+1 (𝑛) , u[𝑑] = 2𝐹𝑑+1 (𝑛) · 𝐶, u[𝑐] = 𝐶，

其中 𝐶 是一个大于 1 的自然数。构造运行如下：

• 第 3 行的循环一共执行 2𝐹𝑑+1 (𝑛)−2𝑛−1 · 𝐶 − 1 次。

• 第 5 行的循环按引理6.10好的格局的运行执行尽可能多次。

• 后面两个循环能执行多少次就执行多少次。

令第五行的运行一共执行了 𝑀 次，令第 𝑗 次开始的格局为 m 𝑗−1 = (u 𝑗 , 5)，第

一次运行到第 7 行的格局为 m𝑀。注意到对于 m0 来说有 𝑓 [m0] = ((0𝑘−1, 𝑛), 𝑛 +
1), u1 [𝑐𝑘+1] = 2𝐹𝑑+1 (𝑛) · 𝐶 次。则根据引理6.10对于 𝑗 ∈ {2, . . . 𝑀} 有 𝑓 [m 𝑗] =

Eval𝑘 ( 𝑓 [m 𝑗−1])，因此由引理6.8我们有 𝑓 [m𝑀 ] = 𝐸 ( 𝑓 [m1]) = 𝐸 ((n + 1)𝑘,𝑘 , 𝑛) =

(0𝑘 , 𝐹𝑑+1(𝑛))。
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计数程序 6–25 A𝑘,𝑛
1 𝑦𝑘+ = 𝑛, 𝑦0+ = (𝑛 + 1);
2 𝑐 + +, 𝑏+ = 2𝑛+1, 𝑐1+ = 2𝑛, . . . , 𝑐𝑘+ = 2𝑛, 𝑐𝑘+1+ = 22𝑛+1;
3 Loop;
4 𝑐 + +, 𝑐1+ = 2𝑛, . . . , 𝑐𝑘+ = 2𝑛, 𝑐𝑘+1+ = 22𝑛+1;
5 Loop;
6 U𝑘 ;
7 Loop;
8 𝑑 + +, 𝑐1 − −, . . . , 𝑐𝑘+1 − −;
9 Loop;

10 𝑦0 − −;
11 halt if 𝑣(𝑐𝑘+1), 𝑣(𝑏̂), 𝑣(𝑦0), 𝑣(𝑦0), . . . 𝑣(𝑦𝑘) = 0;

注意到 m𝑀 是一个好的格局，又因为 u𝑀 [𝑦0] = 𝐹𝑑+1(𝑛), u𝑀 [𝑦 𝑗] = 0( 𝑗 ≥ 1)，
因此有 u𝑀 [𝑐 𝑗] = u𝑀 [𝑐1] = 2𝐹𝑑+1 (𝑛) · 𝐶 ( 𝑗 ∈ [𝑘 + 1])，并且有 u𝑀 [𝑏] = 2𝐹𝑑+1 (𝑛)。因此

其最终格局 m 满足：

u[𝑏] = 2𝐹𝑑+1 (𝑛) , u[𝑐] = 𝐶 > 0, u[𝑑] = 2𝐹𝑑+1 (𝑛) · 𝐶 (6–23)

并且对于任何一个计数器 𝑖 ∉ {𝑏, 𝑐, 𝑑}有 u[𝑖] = 0。

最后说明任何一个成功的运行其最后格局 m 都满足 u′[𝑑] ≥ u′[𝑏] · u[𝑐]，并

且等号成立当且仅当 u′[𝑏] = 2𝐹𝑑+1 (𝑛)。沿用上面的记号，考察 m0 和 m𝑀 两个格局，

由引理6.10，m𝑀 是个 𝑖-坏的格局。下面分情况讨论。

如果 m𝑀 是个 𝑖-坏的格局，并且 𝑖 ≥ 2，则由定义有 u𝑀 [𝑐𝑖] + u𝑀 [𝑑] >
2u𝑀 [𝑦𝑖−1 ] (u𝑀 [𝑐𝑖−1] + u𝑀 [𝑑])，并且有 u𝑀 [𝑐 𝑗] + u𝑀 [𝑑] = 2u𝑀 [𝑦 𝑗−1 ] (u𝑀 [𝑐𝑖−1] + u𝑀 [𝑑])
对于所有的 𝑗 > 𝑖，不难推出此时有 u𝑀 [𝑐𝑘+1] > u𝑀 [𝑐𝑖−1]，因此其不能通过第 7 行

的循环将其全部重制为 0，即通不过最后的测 0 命令，矛盾。

如果 m𝑀 是一个 1-坏的格局，则有 u𝑀 [𝑏̂] = u𝑀 [𝑦0] = · · · = u𝑀 [𝑦𝑘] = 0，

并且 u𝑀 [𝑐𝑘+1] = · · · = u𝑀 [𝑐1]。因此最后的格局中满足 u′[𝑑] = u𝑀 [𝑐𝑘+1]，即

u′[𝑑] > u′[𝑐] · u′[𝑏]。
如果 m𝑀 是一个好的格局，由之前的讨论可知，在格局 m𝑀 中有 u𝑀 [𝑏] =

2𝐹𝑑+1 (𝑛), u𝑀 [𝑐 𝑗] = u𝑀 [𝑐1] = 2𝐹𝑑+1 (𝑛) · 𝐶，因此其最终格局同样也满足关系式6–23，

从而 A𝑘,𝑛 是一个 2𝐹𝑑+1 (𝑛)-预生成器。

最后注意到 A𝑘,𝑛 使用了 2𝑘 + 6 个计数器，其大小是 𝑂 (𝑘 · 4𝑛)，注意到其中

的 𝑦𝑘 ≤ 𝑛，因此可以用复制 𝑛 遍 A𝑘,𝑛 的方式将 𝑦𝑘 编码进程序里，此外，注意到

𝑣(𝑐𝑘) + 𝑣(𝑑)的值在运行过程中只会增加不会减少，并且对于一个好的格局可以将
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𝑐𝑘 的值通过其他的计数器来计算出来，因此最后可以构造一个只用 2𝑘 + 4 个计数

器的 2𝐹𝑑+1 (𝑛)-预生成器 A′𝑘,𝑛，其大小为 𝑂 (𝑛𝑘 · 4𝑛)，定理得证。 □

由定理6.14和定理6.15，不难得出向量加法系统的可达性问题的下界。

6.16 (Leroux[82]) 令 𝑘 ≥ 3，(2𝑘 + 4) 维带状态的向量加法系统的可达性问

题是 F𝑘-难的。

6.4
本章介绍了向量加法系统可达性问题下界的证明，下界的证明在沉寂了几十

年之后在最近两三年取得了突飞猛进的成果，其关键核心还是使用了一组满足

𝑣(𝑑) = 𝑣(𝑐) · 𝑣(𝑏) 计数器 𝑏, 𝑐, 𝑑 对一个不超过 𝑣(𝑏) 的计数器进行测 0 的想法，

这使得对可达性问题与可覆盖性问题和有界性问题的理解产生了本质上的区别，

也验证了之前 Lipton 在 [89] 中提出的下界证明方法只能做到 EXPSPACE-难的下

界，因为其方法同样对可覆盖性问题和有界性问题下界有效。

另一方面，结合在章节四中介绍的 Leroux 在 [79] 中的上界成果，本章介绍的

下界证明[80-82] 已经证明了一般维的向量加法系统可达性问题是一个 Ackermann-
完备的，这也说明了不仅一个向量加法系统的可达集可以有 Ackermann 那么

大[142]，其可达性问题的判定也是相当难的。但是在固定维的向量加法系统的可

达性问题上还是有很多疑问没有解决的。比如在下一章中将介绍 2 维带状态的向

量加法系统的可达性问题是 PSPACE-完备的，但对于 3 维向量加法系统的可达性

问题我们却没有丝毫的认识。而在现有的结论当中，目前只有 𝑑 维向量加法系统

的可达性问题是在 𝐹𝑑−4
2

到 𝐹𝑑+3 之间的，这还是一个巨大的鸿沟，但是从下界的方

法来分析，目前我认为还有两个可以思考的方向：

• 首先考虑到目前的测 0 方法相当于复杂度每从 𝐹𝑑 升成 𝐹𝑑+1 需要多用两个

计数器来实现，一个很自然的想法是能不能将这个开销进一步缩减，即说

明存在一个常数 𝑀，使得 𝑑 + 𝑀 维向量加法系统的可达性问题是 𝐹𝑑-难的，

这是目前提升该结果最为直接的方式，并且这也与目前的上界结果是最为

匹配的一个结论。

• 向量加法系统有很多变种，比如带栈的，带一个可以测 0 的计数器的，又

或是分支的向量加法系统，在这上面可以尝试是否可以运用新的测 0 技术

对其的验证问题获取新的结论，比如关于带栈的向量加法系统，在 [74] 中

的技术提出来之前，Lazic 在 [45] 通过对栈的一个简单运用就获得了比当时

向量加法系统可达性问题下界更好的 𝐹3 下界，而现在显然已经是一个平凡

的下界了。
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本章将讨论固定维度下向量加法系统的可达性问题。对于固定维的可达问题，

是否带状态变成了十分关键的因素，目前的研究成果基本集中于 1, 2 维上带状态

的向量加法系统。Hopcroft 在 [40] 证明了 5 维以下的向量加法系统的可达集都是

半线性的，从而证明了其是可判定的。当然注意到 2 维带状态的向量加法系统是

5 维向量加法系统的一个子集，从而也获得了其的可判定性。而随后在 [159] 里

Howell 等人证明了一些复杂性上的结论，他们给出 2 维带状态的向量加法系统的

可达性问题是在 2-EXPTIME 内的，而下界结论则跟编码有关，在一进制的编码

下该问题是 NL-难的，而在二进制的编码下则是 NP-难的。

2004 年 Leroux 在 [76] 证明了低维带状态的向量加法系统有一个很好的性质-
平坦性 (flatness)。简单来说，即 2 维以下带状态的向量加法系统的路径都可以转

换成没有嵌套圈的结构-线性路径策略 (linear path scheme)。随后低维的复杂性结

果被进一步优化。Hasse 在 [75] 证明了 1 维带状态的可达性问题是 NP-完备的。

Blondin 等人也在 Leroux 的基础上在 [77] 中证明了 2 维带状态的可达性问题是

PSPACE-完备的，Czwreński 也在 [78] 中提出了一个关于 2 维带状态的可达性问

题是 PSPACE-完备的新证明。

遗憾的是，关于更高的维度 (≥ 3) 目前只有在章节四中介绍的 KLMST 算法

中和章节六中下界证明的结论，即 𝑑 维带状态的向量加法系统的可达性问题是在

F𝑑+4 的，以及 2𝑑 +4 维带状态的向量加法系统的可达性问题是 F𝑑-难的。原因主要

在于，之前对于 1 维和 2 维的研究里非常依赖其可达集是半线性的这一性质，包

括所用到的平坦性，但是这些性质在 3 维以上统统不成立，因此对其的研究，研

究者们一直不能找到特殊的性质来获得更为细致的结论。而近些年随着可达性研

究的进展，研究者们逐渐发现高维的可达性问题可能确实比较困难，比如针对章

节五中提到的 Presburger 不变量算法，Czwreński 在 [74] 中提出了一些比较长的运

行会产生比较大的分离算子，导致通过该想法不太可能得到固定维很快的算法。

本章将介绍目前固定维可达性问题上的一些结论。第一节将介绍一维带状态

的向量加法系统可达性问题是 NP-完备的[75]，第二节则将介绍固定维目前最好的

结果-二维带状态的向量加法系统的可达性问题是 PSPACE-完备的[77]，第三节将

介绍一些研究者对高维可达性问题的研究结论[74]，第四节则是本章小结。
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7.1 1
本节将介绍一维带状态向量加法系统的可达性问题，首先将介绍 NP-完备的

结论[75]，其中下界可以通过子集和问题来规约完成，而上界则将通过分析路径的

结构来获取。然后本节将介绍对于一类子类问题-一元更新的一维带状态的向量加

法系统，其中一元更新指的是每条规则对维度上的值的更改范围为 {−1, 0, 1}，其

可达路径可以转换成更为漂亮的结构，即只包含一个圈的线性路径策略。

7.1.1 1 NP-

7.1.1.1 NP-难的证明

我们将子集和问题规约到 1 维带状态的向量加法系统的可达性问题来完成下

界的证明。子集合问题定义如下：

7.1 ( ) 给定一个由非负整数组成的集合 𝑆 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} 和目标

值 𝐶，问是否存在一个子集 𝑆′ ⊆ 𝑆 满足 𝑆′ 里所有元素的和为 𝐶?

0 a1

0

0

0

0

0

a2 an

p0 p1 p2 pn−1 pn

q1 q2 qn

图 7–1 用来解子集合问题的 1-VASS 𝑉1

Figure 7–1 1-VASS 𝑉1 for subset sum problem

该问题是一个经典的 NP-完备问题[160]，可以通过构造一个对应的 1-VASS 的

可达性问题来解决。如图7–1所示，我们将说明存在子集 𝑆′ 当且仅当 𝑉1 中存在

𝑝0(0)到 𝑝𝑛(𝐶)的一条路径。事实上，如果存在 𝑆′ = {𝑎𝑖1 , . . . 𝑎𝑖𝑘 }，则 𝑉1 中存在如

下的一条路径：

𝑝0(0) → · · · 𝑝𝑖1−1(𝑐1)
0−→ 𝑞𝑖1 (𝑐1)

𝑎𝑖1−−→ 𝑝𝑖1 (𝑐2) → · · · 𝑝 𝑗 (𝑐𝑖)
0−→ 𝑝 𝑗+1(𝑐𝑖) → · · · 𝑝𝑛(𝐶)

其中如果 𝑎𝑙 ∈ 𝑆′ 则该路径经过 𝑞𝑙，否则就不经过 𝑞𝑙，不难验证该是一条可达的路

径。反之如果存在一条可达的路径，则可以根据其经过的 {𝑞𝑖}点构造一个子集 𝑆′

满足其和是 𝐶。注意到该构造显然是多项式时间的，因此有了如下的引理，即本

节的主要结论：

7.1 (Haase[75]) 1 维带状态的向量加法系统的可达性问题是 NP-难的。
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7.1.1.2 在 NP 的算法

本节将说明 1 维带状态的向量加法系统的可达性问题是在 NP 的。给定 1-
VASS𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴) 和两个格局 𝑝(𝑢), 𝑞(𝑣)，𝑛 = |𝑉 |表示 𝑉 的大小。令 𝑙 是 𝑉 中的

一个圈，如果 Δ(𝑙) < 0 我们则称该圈是负数圈，反之则称为正数圈。令 π 是 𝑝(𝑢)
到 𝑞(𝑣) 的一条路径，则其对应的 Parikh 像 𝜙π 满足如下两个方程：

1𝑞 − 1𝑝 =
∑

t=(𝑝,𝑎,𝑞) ∈𝑇
𝜙(t) (1𝑞 − 1𝑝) (7–1)

Δ(𝜙) = 𝑣 − 𝑢 (7–2)

这里 1𝑝 与章节四相同，表示状态 𝑝 的指示向量，显然可以在多项式时间内验证一

个 Parikh 像 𝜙 是否是其的解。如果 𝜙 中存在在 𝜙 ≤ 𝜙 使得 𝜙′ 是某个圈 𝑙 的 Parikh
像，则称 𝜙 中存在圈 𝑙。尽管 𝜙 并不能对应一条 𝑉 里的运行，但是下述引理说明

只要满足一定的条件，便可以通过 𝜙 在多项式时间内判断是否存在一个运行。

7.2 给定一个满足方程7–1和7–2的 Parikh 像 𝜙，如果 𝜙 满足以下之一条件：

• 𝜙 中不存在正数圈。

• 𝜙 中不存在负数圈。

则可以在 NP 内判断其是否对应 𝑝(𝑢)到 𝑞(𝑣)的一条路径 π。特别的，如果 π 存在，

则 |π| ≤ 𝑛|𝑣 − 𝑢 |。

只用证 𝜙 不存在正数圈的情况，令 𝑞0 = 𝑝, 𝑞1, . . . 𝑞𝑘 = 𝑞 ∈ 𝑄 表示 𝜙 中所有

用到的边出现过的状态的集合。下面证明其对应 𝑝(𝑢)到 𝑞(𝑣)的一条路径 π，当且

仅当存在满足 𝜙 可被分解成 𝜙1, 𝜙2, . . . 𝜙𝑘 满足：

•
∑𝑘
𝑖=1 Δ(𝜙𝑖) = Δ(𝜙) = 𝑣 − 𝑢。

• 对于 𝑗 ∈ [𝑘] 有 ∑ 𝑗
𝑖=1 Δ(𝜙𝑖) > −𝑢。

• 对于 𝑗 ∈ [𝑘]，𝜙 𝑗 满足下列方程：

1𝑞 𝑗
− 1𝑞 𝑗−1 =

∑
t=(𝑝,𝑎,𝑞) ∈𝑇

𝜙(t)(1𝑞 − 1𝑝)

𝜙 𝑗 (𝑡) = 0, 𝑡 = (𝑝, 𝑎, 𝑞) ∈ 𝑇, 𝑞 ∈ {𝑞1, . . . 𝑞 𝑗−1}

注意到任何对应 𝜙的路径 π 也不会存在正数圈，因此只要保证对于𝑄 中的每个点，

只要保证最后一次运行到该点时，路径的增量还是超过 ≥ −𝑐 的即可。严格来说，

假设 𝑝(𝑢) π−→ 𝑞(𝑣)，令该路径分解为：

𝑝(𝑢) π1−→ 𝑞1(𝑢1) → · · ·
π𝑘−→ 𝑝𝑘 (𝑢𝑘) (7–3)
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其中 π𝑖 表示最后一次运行到状态 𝑝𝑖 的路径，显然 𝑝𝑘 (𝑢𝑘) = 𝑞(𝑣)。令 π 𝑗 对应

的 Parikh 像为 𝜙 𝑗，显然 {𝜙 𝑗} 𝑗∈[𝑘 ] 满足上述要求。反之注意到如果存在 𝜙 𝑗 不对应

𝑞 𝑗−1(𝑢 𝑗−1)到 𝑞 𝑗 (𝑢 𝑗)的一条边，则一定存在 𝑞𝑙 ∈ {𝑞 𝑗 , . . . 𝑞𝑘}使得 𝑞 𝑗−1(𝑢 𝑗−1)
π′𝑗−→ 𝑞𝑙 (𝑐)

满足 𝑐 < 0, 𝜙π′𝑗 ≤ 𝜙 𝑗。注意到
∑𝑙
𝑖=1 Δ(𝜙𝑖) > −𝑢，因此存在 𝑞𝑙 上的一个圈 𝑙 满足

Δ(𝑙) = ∑𝑙
𝑖= 𝑗 Δ(𝜙𝑖) − Δ(𝜙π′𝑗 ) > 0，与条件矛盾。

注意到可以猜测一个 𝜙 的分解然后验证是否满足上述条件，该猜测是多项式

大小的，因此可以在 NP 内判断其是否对应一条路径，引理得证。 □

7.3 如果以下条件满足：

• 存在 𝑝 上的正数圈 𝑙1 和 𝑞 上的负数圈 𝑙2 满足：𝑝(𝑢) 𝑙1−→ 𝑝(𝑢′), 𝑞(𝑣 ′) 𝑙2−→ 𝑞(𝑣)。
• 存在满足方程7–1和7–2的 Parikh 像 𝜙。

则存在 𝑝(𝑢) 到 𝑞(𝑣) 的一条路径 π，并且 |π| ≤ 2𝑃1 (𝑛) · 𝑃2(𝑢 + 𝑣)，其中 𝑃1, 𝑃2 是两

个多项式，并且验证上述条件可以在 NP 内完成。

由定理2.4存在 𝜙满足:|𝜙| ≤ 2𝑃1 (𝑛) ·𝑃2(𝑢+ 𝑣)，其中 𝑃1, 𝑃2 是两个多项式，令：

𝑀 =
∑

𝑡=(𝑝,𝑎,𝑞) ∈𝑇 ,𝑎<0

𝜙(𝑡) · 𝑎 (7–4)

由欧拉定理 𝜙 对应一条 𝑝 到 𝑞 的路径 π，令 𝐿1 = Δ(𝑙1), 𝐿2 = Δ(𝑙2)，则存在如

下运行：

𝑝(𝑢)
𝑙
𝑀1𝐿2
1−−−−→ 𝑝(𝑢 + 𝑀1𝐿1𝐿2)

π−→ 𝑞(𝑣 + 𝑀1𝐿1𝐿2)
𝑙
𝑀1𝐿1
2−−−−→ 𝑞(𝑣) (7–5)

注意到正数圈和负数圈可以通过 Bellman-Ford 算法验证，因此可以在 NP 内验证

上述条件，引理得证。 □

l1 : ∆(l1) > 0 l2 : ∆(l2) < 0

p q

l1 : ∆(l1) > 0 l2 : ∆(l2) < 0

p′ q′p q

图 7–2 1-VASS的路径形状

Figure 7–2 the path of 1-VASS

引理7.3说明了一个很简单的充分性性质，即只要 𝑝 存在一个可执行的正数圈 𝑞 存

在一个可执行的负数圈，则只要方程7–1和7–2有解，那么就存在一条对应的路径，

如图7–2的左半部分。下面将这个想法扩展到所有路径上，可以说明如果 𝑝(𝑢) 到
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𝑞(𝑣) 有一条路径，那么其便会存在一条比较有规律的路径，如图7–2的右半部分。

首先注意到对于一条路径 π，其没有负数圈和其对应的 Parikh 像 𝜙π 没有负数圈是

不一样的，因此有：

7.4 令 π 是 𝑝(𝑢)到 𝑞(𝑣)的一条路径，𝜙π 是对应的 Parikh 像。如果 π 中没有

正数圈，则下列之一成立：

• 𝜙π 中没有正数圈。

• 存在一条 𝑝(𝑢) 到 𝑞(𝑣) 的路径 𝜃 = 𝜃1𝜃2𝜃3 满足 |𝜃1 | < |π|，𝜃2 则是一个正数

圈。

如果 π 中没有负数圈，则下列之一成立：

• 𝜙π 中没有负数圈。

• 存在一条 𝑝(𝑢) 到 𝑞(𝑣) 的路径 𝜃 = 𝜃1𝜃2𝜃3 满足 |𝜃3 | < |π|，𝜃2 则是一个负数

圈。

只用证明没有正数圈的情况。反设 𝜙π 存在正数圈 𝑙，令 𝑝(𝑢) π′−→ 𝑟 (𝑤) 是

该运行中第一次运行到 𝑙 上的状态。如果 𝑟 (𝑤) 𝑙−→ 𝑟 (𝑤 ′) 则引理已经成立，反之令

𝑟
𝑙1−→ 𝑟 ′

𝑙2−→ 𝑟，其中 𝑙 = 𝑙1𝑙2，𝑟 ′是使得 Δ(𝑙1)最小的状态，很显然有 𝑤 +Δ(𝑙1) < 0。考

察 π中第一次运行到 𝑟 ′的时刻，由假设 𝑟 ′会后于 𝑟 碰到，即 𝑝(𝑢) π′−→ 𝑟 (𝑤) 𝑙3−→ 𝑟 ′(𝑊)，
令 𝑙 ′ = 𝑙3𝑙2，则有:

• Δ(𝑙) = Δ(𝑙3) + Δ(𝑙2) > Δ(𝑙1) + Δ(𝑙2) > 0。

• Δ(𝑙3) > −𝑢。
因此 𝑟 (𝑤) 𝑙

′
−→ 𝑟 (𝑤 ′′)。从而令 𝜃 = π′𝑙 ′𝜃3，𝜃3 是 𝜙π 剩下的 Parikh 像组成的路径，由

欧拉定理存在 𝑟 到 𝑞 的路径，从而引理得证。 □

7.5 如果 𝑞(𝑣)对于 𝑝(𝑢)是可达的，则存在一条路径 π = π1π2π3 满足：

• π1 的 Parikh 像 𝜙1 不存在正数圈。

• π3 的 Parikh 像 𝜙3 不存在负数圈。

• 令 𝑝(𝑢) π1−→ 𝑝′(𝑢′), 𝑞′(𝑣 ′) π3−→ 𝑞(𝑣)，则 𝑝′ 上存在一个可执行的正数圈，𝑞′ 上

存在一个可执行的负数圈。

由条件存在 π = 𝑡1 . . . 𝑡𝑘 满足：

𝑝(𝑢) 𝑡1−→ 𝑝1(𝑢1)
𝑡2−→ · · · 𝑡𝑘−→ 𝑝𝑘 (𝑢𝑘)(= 𝑞(𝑣)) (7–6)

对 π 分情况讨论：

情况一：π 中没有正数圈。如果其对应的 Parikh 像 𝜙π 也没有正数圈，则令

π1 = π, π2 = π3 = ∅，引理成立。反之由引理7.4存在一条 𝑝(𝑢) 到 𝑞(𝑣) 的路径
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𝜃 = 𝜃1𝜃2𝜃3 满足：𝜃1 对应的 Parikh 像没有正数圈，𝜃2 是一个正数圈。如果 𝜃3 对

应的 Parikh 像没有负数圈，则令 π1 = 𝜃1, π2 = ∅, π3 = 𝜃2𝜃3 引理成立。否则令

𝑝(𝑢) 𝜃1 𝜃2−−−→ 𝑝′(𝑢′) 由引理7.4存在一条 𝑝′(𝑢′) 到 𝑞(𝑣) 的路径 𝜃 ′ = 𝜃 ′1𝜃
′
2𝜃
′
3 满足：𝜃 ′3 对

应的 Parikh 像没有负数圈，𝜃2 是一个负数圈，则令 π1 = 𝜃1, π2 = 𝜃2𝜃
′
1𝜃
′
2, π3 = 𝜃 ′3 即

可。

下面令 π 中有正数圈 𝑙1，并且 𝑝𝑖 (𝑢𝑖)是第一个在圈 𝑙1 上的状态。

情况二：𝑝𝑖 到 𝑝𝑘 之间没有负数圈。则由引理7.4和情况一的讨论可知，存在

一条路径 π1π2π3 满足上述要求。

情况三：𝑝𝑖 到 𝑝𝑘 之间有负数圈 𝑙2，令 𝑝 𝑗 (𝑢 𝑗) 是运行中最后一个在圈 𝑙2 上的

格局。考虑路径 𝑡𝑖+1 . . . 𝑡 𝑗，由条件 𝑝𝑖 上有个可执行的正数圈 𝑙1，𝑝 𝑗 上存在一个可

执行的负数圈 𝑙2，因此由情况一的讨论，存在一条路径 π1π2π3 满足上述要求，从

而引理得证。 □

注意到在引理7.5中由引理7.2和7.3 𝜙1, 𝜙2, 𝜙3 都是多项式大小的，因此其可以

在 NP 里判定，结合上一节的结论有：

7.1 [75] 1 维带状态的向量加法系统的可达性问题是 NP-完备的。

7.1.2 1

本节将讨论一类特殊的 1 维带状态的向量加法系统 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴)，其中 𝐴 =

{−1, 0, 1}，称满足这样的向量加法系统为一元更新 (unary update) 的。这一节将证

明在这类特殊的向量加法系统里，大部分可达的路径可以转换成中间只有一个圈

的路径，而在下一节则可以看到，该结构就是最简单的线性路径策略，具体如下

引理：

7.6 (Valiant[161]) 令 𝑉 是一元更新 1 维带状态的向量加法系统，如果存在

𝑝(𝑢)到 𝑞(𝑣)的一条路径并且 |𝑣−𝑢 | > 2|𝑄 |2，则其存在一条可达的路径 π = 𝛼1𝛽
𝑖𝛼2，

其中：

• 𝛽 是一个圈并且有 |𝛽 | < |𝑄 |, 𝑖 ∈ N。

• |𝛼1𝛼2 | < |𝑄 |2 + |𝑄 |3。

只用考虑 𝑢 − 𝑣 > 2|𝑄 |2 的情况，不妨假设 𝑣 ≥ |𝑄 |2。对于每个状态 𝑟 ∈ 𝑄，

定义 𝑠(𝑟) = max𝛾 −Δ(𝛾)/|𝛾 |，其中 𝛾 是一个包含 𝑟 的简单圈，显然 |𝛾 | ≤ |𝑄 |，直观

上来说 𝑠(𝑟) 表示了该状态将数值下降的最快速度，由定义 𝑠(𝑟) ≤ 1。令 π 是 𝑝(𝑢)
到 𝑞(𝑣) 的一条最短的路径，考虑其中使得 𝑠(_) 最大的状态 𝑟 和其对应的下降圈
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𝛾𝑟，令 |Δ(𝛾𝑟 ) | = 𝐷。现在考虑 π 中所有的简单圈，若有圈 𝛾1, . . . , 𝛾𝑘 满足其增量和

是 −𝐷 的倍数，则删去对应的圈，则最后剩下的路径 π′中，最多只有 𝐷 −1 个简单

圈，否则依旧可以找出若干个圈的增量是 𝐷 的倍数，从而 |π′ | < (𝐷 −1) |𝑄 | + |𝑄 | <
|𝑄 |2。将 π′ 以 𝑟 为界写成 𝛼1𝛼2，则有 𝑝(𝑢) 𝛼1𝛼2−−−→ 𝑞(𝑣 + 𝑘𝐷)，其中 𝑘 ∈ N，注意到

𝑢 − 𝑣 > |𝑄 |2, 𝑣 ≥ |𝑄 |2，因此对于任何的 𝑘 ′ ≤ 𝑘 都有:

𝑝(𝑢)
𝛼1𝛾

𝑘′
𝑟 𝛼2−−−−−−→ 𝑞(𝑣 + (𝑘 − 𝑘 ′)𝐷) (7–7)

若 𝑣 < |𝑄 |2，则令 𝑝′(𝑢′)为 𝑝(𝑢) π−→ 𝑞(𝑣)中最后一个满足 𝑢′ ≥ |𝑄 |2 的格局，则

由前面讨论存在 π1 满足：

• 𝑝(𝑢) π1−→ 𝑝′(𝑢′)。
• π1 = 𝛼1𝛽

𝑖𝛼2 并且满足 |𝛼1𝛼2 | < |𝑄 |2, |𝛽 | < |𝑄 |。
令 𝑝′(𝑢′) π2−→ 𝑞(𝑣)，由 𝑝′(𝑢′)的选择可知 |π2 | < |𝑄 |3，因此令 𝛼′2 = 𝛼2π2，则有：

𝑝(𝑢) 𝛼1𝛽
𝑖𝛼2−−−−−→ 𝑞(𝑣) (7–8)

从而引理成立。 □

由上述引理马上可得：

7.2 令 𝑉 是一元更新的 1 维带状态的向量加法系统，如果存在 𝑝(𝑢)到 𝑞(𝑣)
的一条路径，则存在一条可达的路径 π 满足：|π| < 10|𝑄 |4 + |𝑣 − 𝑢 | · |𝑄 |。

先考虑 |𝑣 − 𝑢 | > 2|𝑄 |2 的情况，由引理7.6存在一条形如 π = 𝛼1𝛽
𝑖𝛼2 的路径，

其中 |𝛼1𝛼2 | < |𝑄 |2 + |𝑄 |3, |𝛽 | < |𝑄 |，注意到 𝑖 < |𝑣 − 𝑢 | + |𝛼1𝛼2 |从而我们有

|π| < |𝑄 |2 + |𝑄 |3 + 𝑖 |𝛽 | < 10|𝑄 |4 + |𝑣 − 𝑢 | · |𝑄 | (7–9)

再考虑 |𝑣 − 𝑢 | ≤ 2|𝑄 |2 的情况。令 π 是 𝑝(𝑢)到 𝑞(𝑣)的最短路径，则下列之一

必定满足：

• 对于运行中任意的格局 𝑝′(𝑢′)都有 |𝑢′ − 𝑣 | < 2|𝑄 |2。
• 存在中间格局 𝑝′(𝑢′)满足 |𝑢′ − 𝑣 | = 2|𝑄 |2。
如果是前者，则有 |π| < 4|𝑄 |3。如果是后者，则由三角不等式有：

|𝑢′ − 𝑢 | ≤ |𝑢′ − 𝑣 | + |𝑢 − 𝑣 | ≤ 4|𝑄 |2 (7–10)

从而 𝑝(𝑢) 到 𝑞(𝑣) 的最短路径可以被分解为 𝑝(𝑢) 到 𝑝′(𝑢) ′ 的最短路径 π1 与

𝑝′(𝑢′)到 𝑞(𝑣)的最短路径 π2 之和，即：

|π| < 8|𝑄 |3 + |𝑄 |2 + |𝑄 |3 + 2|𝑄 |3 < 10|𝑄 |4 (7–11)

因此，定理得证。 □
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注意到该定理并不能表示一元更新的 1-VASS 的可达性问题是 NP 里的，原

因在于如果 𝑢, 𝑣 是以二进制作为输入，其刻画的路径长度相对于输入是指数大小

的，但其依旧给了一个路径的好的刻画。事实上，一般情况下的 1-VASS 的可达路

径也可以有类似的处理，因为我们可以将 (𝑝, 𝑎, 𝑞) 拆分成 𝑎 条规则将其转换成一

个一元更新的 1-VASS 看待。

7.2 2
本节将介绍 2 维带状态的向量加法系统的可达性问题，首先将介绍线性路径

策略 [76-77]，并证明 2-VASS 的可达路径都可以用该策略替代，然后将介绍其可

达性问题是 PSPACE-完备的[77]，其下界通过有界的 1-计数程序的可达性问题[88]

规约获得，而上界则是通过分析线性路径策略获得可达路径的长度[77] 获得。

7.2.1

α1 α2 α3 αk αk+1

β1 β2 βk

图 7–3 线性路径策略

Figure 7–3 linear path scheme

如图7–3所示，一个线性路径策略 𝜌 = 𝛼1𝛽
∗
1 . . . 𝛼𝑘𝛽

∗
𝑘𝛼𝑘+1 包含了所有可以写

成 𝛼1𝛽
∗
1 . . . 𝛼𝑘𝛽

∗
𝑘𝛼𝑘+1 的路径，其中对于任意的 𝑖 ∈ [𝑘]，𝛽𝑖 是一个圈，即 𝑝(𝑢) 𝜌−→

𝑞(𝑣) 表示存在 𝑙1, . . . 𝑙𝑘 使得 𝑝(𝑢)
𝛼1𝛽

𝑙1
1 ...𝛼𝑘𝛽

𝑙𝑘
𝑘
𝛼𝑘+1−−−−−−−−−−−−−→ 𝑞(𝑣)，令 𝜌 的长度为 |𝜌 | def

=

|𝛼1𝛽1 . . . 𝛼𝑘𝛽𝑘𝛼𝑘+1 |，用 𝛿(𝜌) 表示符合 𝜌 的所有的路径的增量集合，即 𝛿(𝜌) =

{Δ(π) |π = 𝛼1𝛽
𝑙1
1 . . . 𝛼𝑘𝛽

𝑙𝑘
𝑘 𝛼𝑘+1, 𝑙1 . . . 𝑙𝑘 ∈ N}。

事实上，任何一条路径都可以看成某个线性路径策略，因为 𝛽𝑖 可以是一个非

常复杂的嵌套圈。但下面将说明，有些特定情况下可以用非常简单的线性路径策

略来刻画所有的可达路径。

7.2.1.1 𝑑-VASS 在 Z𝑑 上的可达路径

首先如果允许格局走到 < 0 的分量，即考虑在 Z上的可达性，那么对于任意

维向量加法系统，其可达路径都可以用较短的线性路径策略来刻画。直观上来说

在 Z𝑑 上可以任意掉换规则的顺序，只要其满足在对应的有向图的可达关系即可，

假设 𝑝(u)到 𝑞(v)存在一条路径 π，则先可以考虑一条 𝑝 到 𝑞 的路径，其经过了 π
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上所有的状态，则 π 剩下用到的规则必然是若干圈的组合，将其拆分成简单圈插

进上面的路径即可。因此得到了 𝑑 维带状态向量加法系统在 Z𝑑 上的可达路径的

刻画：

7.3 (Blondin[77]) 令 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴) 是一个 𝑑 维带状态的向量加法系统，

𝑝(u), 𝑞(v) 是两个格局。令 𝑆 是一个线性路径策略的集合，满足任意 𝜌 ∈ 𝑆，

|𝜌 | ≤ 2|𝑄 | · |𝑇 |，并且 𝜌 至多有 |𝑇 |个圈，则有：

𝑝(u) ∗−→Z𝑑 𝑞(v) ⇐⇒ 𝑝(u) 𝑆−→Z𝑑 𝑞(v) (7–12)

只需要考虑⇒的方向。令 𝑝(u) 到 𝑞(v) 存在一条路径 π，则其 Parikh 像 𝜙

满足如下两个方程：

1𝑞 − 1𝑝 =
∑

t=(𝑝,𝑎,𝑞) ∈𝑇
𝜙(t) (1𝑞 − 1𝑝) (7–13)

Δ(𝜙) = v − u (7–14)

由 Euler 定理，其存在一条最短的 𝑝 到 𝑞 的路径 𝜌0 满足其经过了 π 中所有经

过的状态，并且使用了所有 π 用到的边，从而 |𝜌0 | ≤ |𝑄 | |𝑇 |。令其对应的 Parikh 像

为 𝜙0，记 𝜙1 = 𝜙 − 𝜙0，则 𝜙1 满足下列方程：

0 =
∑

t=(𝑝,a,𝑞) ∈𝑇
𝜙(t)(1𝑞 − 1𝑝) (7–15)

因此 𝜙1 可以视作若干个简单圈的集合。按如下方法将这些简单圈加入 π0 中:
• 令 t 是满足 𝜙1(t) > 0 中使用次数最少的。

• 取出 𝜙1 中一个包含 t 的简单圈 𝛽1。

• 令 𝜌 = 𝛼1𝑡𝛼2，将 𝜙1(t) 个圈加入到 𝜌 中 𝛼1 后的位置，得到新的路径即

𝜌1 = 𝛼1𝛽
𝜙1 (t)
1 𝑡𝛼2。

记 𝜌1 对应的 Parikh 像为 𝜙1，令 𝜙2 = 𝜙 − 𝜙1，重复上述过程直到 𝜙 = 𝜙𝑘，得到了

如下的一条路径：

𝜌𝑘 = 𝛼1𝛽
𝜙𝑖1 (t𝑖1 )
𝑖1

𝛼2 . . . 𝛽
𝜙𝑖𝑘 (t𝑖𝑘 )
𝑖𝑘

𝛼𝑘+1 (7–16)

其中 𝑖1, 𝑖2 . . . 𝑖𝑘 是 [𝑘] 的一个重排列，令线性路径策略 𝜌 = 𝛼1𝛽
∗
𝑖1
. . . 𝛼𝑘𝛽

∗
𝑖𝑘
𝛼𝑘+1，

注意到上述方法至多执行 |𝑇 |轮，因此有：

• |𝜌 | ≤ |𝜌0 | + 𝑘 ·max 𝑗∈[𝑘 ] |𝛽 𝑗 | ≤ 2|𝑄 | · |𝑇 |。
• 𝑘 ≤ |𝑇 |，|𝛽𝑖 | ≤ |𝑄 |。
从而 𝑝(u) 𝜌−→Z𝑑 𝑞(v)，即 𝑝(u) 𝑆−→Z𝑑 𝑞(v)，定理得证。 □
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7.2.1.2 2-VASS 的可达路径

本节将介绍 Blondin 在 [77] 中的关键结论，即在 2 维带状态的向量加法系统

的可达路径也可以用简单的线性路径策略来刻画：

7.4 (Blondin[77]) 令 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴) 是一个 2 维带状态的向量加法系统，

𝑝(u), 𝑞(v) 是两个格局。令 𝑆 是一个线性路径策略的集合，满足任意 𝜌 ∈ 𝑆，

|𝜌 | ≤ 217( |𝑄 | · |𝑇 | · | |𝑇 | |)15，并且 𝜌 至多有 6|𝑄 |2 个圈，则有：

𝑝(u) ∗−→ 𝑞(v) ⇐⇒ 𝑝(u) 𝑆−→ 𝑞(v) (7–17)

假设存在一条路径 π使得 𝑝(u) π−→ 𝑞(v)。首先先考虑一个简单的情况，即 𝑝 = 𝑞。

注意到在这种情况下，任何一条路径都能拆解成若干的圈的组合，并且其先后顺序

不受到严格的限制。同时注意到在两维的情况下，至多两个向量是线性无关的，因

此在 𝑢, 𝑣足够大的情况下，可以将其中的圈转换成两个增量线性无关的圈，这一性

质在 [76] 被称为终极平坦性 (ultimately flat)。具体来说，令 𝐷 = 217 · ( |𝑄 | · |𝑇 | · | |𝑇 | |)14

以及 D = [𝐷, +∞]，则有如下引理：

7.7 令 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴) 是一个 2 维带状态的向量加法系统，𝑝(u), 𝑝(v) 是两个

格局满足 𝑢, 𝑣 ∈ D2。令 𝑆 是一个线性路径策略的集合，满足任意 𝜌 ∈ 𝑆，|𝜌 | ≤
217(|𝑄 | · |𝑇 | · | |𝑇 | |)13，并且 𝜌 至多有 2 个圈，则有：

𝑝(u) ∗−→ 𝑝(v) ⇐⇒ 𝑝(u) 𝑆−→ 𝑝(v) (7–18)

这一想法在两维能成立而更高维度不能成立的原因在于这两个圈可能数量是

不平衡的，但只有两个圈的时候一个用完还剩一个就接着用；但出现三个圈以上

的时候一个用完可能还剩两个，此时它们之间的顺序还是需要值得考虑的，从而

会产生某种嵌套的复杂关系。

其次再回顾一下上面关于 𝑑 维带状态的向量加法系统在 Z𝑑 上的路径结构的

证明，其很重要的一点是我们几乎可以任意的调换规则的顺序，这对于一般的可

达路径来说是不可能的；但是在如果该路径上每个格局的向量都非常大的情况下，

调换顺序不会使得格局的值比 0 小，从而可以利用类似上面的做法。具体来说，本

节将利用引理7.7证明在 D×D上的可达路径有简单的线性路径策略，即如下引理：

7.8 令 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴) 是一个 2 维带状态的向量加法系统，𝑝(u), 𝑞(v) 是两个

格局满足 𝑢, 𝑣 ∈ D2。令 𝑆 是一个线性路径策略的集合，满足任意 𝜌 ∈ 𝑆，|𝜌 | ≤
217(|𝑄 | · |𝑇 | · | |𝑇 | |)14，并且 𝜌 至多有 2|𝑄 |个圈，则有：

𝑝(u) ∗−→D2 𝑞(v) ⇐⇒ 𝑝(u) 𝑆−→ 𝑞(v) (7–19)
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最后，当 𝑢, 𝑣 满足某一维有界的时候，其可以被视作降维。因此利用上一节 1
维带状态向量加法系统的结论即引理7.6和定理7.2，令 L = [0, 𝐷] ×N∪N× [0, 𝐷]，
可以证明在 L上的可达路径也有简单的线性路径策略：

7.9 令 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴) 是一个 2 维带状态的向量加法系统，𝑝(u), 𝑞(v) 是两个

格局满足 u, v ∈ L。令 𝑆 是一个线性路径策略的集合，满足任意 𝜌 ∈ 𝑆，|𝜌 | ≤ 𝑃3，

并且 𝜌 至多有 2 个圈，则有：

𝑝(u) ∗−→L 𝑞(v) ⇐⇒ 𝑝(u) 𝑆−→ 𝑞(v) (7–20)

D

D

D

D

D

D

q(u)

q(v)

p(u) q(v)

p(u)

q(v)

图 7–4 2-VASS的三类路径

Figure 7–4 three kinds of path in 2-VASS

上述三个引理刻画了 2 维带状态向量加法系统中三种不同的可达路径，如图

所示。接下来说明任何 2-VASS 里的一条可达路径，都可以拆分成若干种这些路

径，从而由引理7.7，7.8，7.9来完成对定理7.4的证明。

( 7.4 ) 令 𝐿 = 𝐷，定义如下两个区域：

• L1 = [𝐿, +∞] × [𝐿, +∞]。
• L2 = [0, 𝐿 + ||𝑇 | |] × N ∪ N × [0, 𝐿 + ||𝑇 | |]。

并记 L = L1 ∩ L2。令 𝑝(𝑢)到 𝑞(𝑣)的一条路径 π = t1 . . . t𝑘 对应的运行为：

𝑝(u) = 𝑞0(v0)
t1−→ 𝑞1(v1)

t2−→ · · · t𝑘−→ 𝑞𝑘 (t𝑘) = 𝑞(v) (7–21)

考察其中所有使得 v 𝑗 在 L 里的下标，令其为 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑙, 𝑙 < 𝑘，记

𝑙 (𝑖 𝑗)
def
= max𝑞𝑖 𝑗=𝑞𝑖ℎ 𝑖ℎ，令 ℎ0, ℎ1, ℎ

1, ℎ2, ℎ
2, . . . ℎ𝑚, ℎ

𝑚, ℎ𝑚+1 表示如下下标：

• ℎ0 = 0, ℎ𝑚+1 = 𝑘, ℎ1 = 𝑖1, ℎ𝑚 = 𝑖𝑘。

• 记 ℎ 𝑗 = 𝑖𝑙，则 ℎ 𝑗+1 = 𝑖𝑙+1。

• ℎ 𝑗 = 𝑖𝑙 (ℎ 𝑗 )，即 𝑞ℎ 𝑗
= 𝑞ℎ 𝑗。
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则可以将上述运行分解成如下段：

𝑞0(v0)
π1−→ 𝑞ℎ1 (vℎ1)

π1

−→ 𝑞ℎ1 (vℎ1) π2−→ · · · π𝑚−−→ 𝑞ℎ𝑚 (vℎ𝑚)
π𝑚+1−−−→ 𝑞𝑘 (v𝑘)

该分解满足：

• 𝑚 ≤ |𝑄 |。
• 对于 𝑗 ∈ [𝑚] 运行 𝑞ℎ 𝑗

(vℎ 𝑗
) π 𝑗

−→ 𝑞ℎ 𝑗 (vℎ 𝑗 )满足：vℎ 𝑗
, vℎ 𝑗 ∈ L1。

• 对于 𝑗 ∈ [𝑚 + 1]运行 𝑞ℎ 𝑗−1 (vℎ 𝑗−1) π 𝑗

−→ 𝑞ℎ 𝑗
(vℎ 𝑗
)满足：𝑞ℎ 𝑗−1 (vℎ 𝑗−1) π 𝑗

−→L1 𝑞ℎ 𝑗
(vℎ 𝑗
)

或者 𝑞ℎ 𝑗−1 (vℎ 𝑗−1) π 𝑗

−→L2 𝑞ℎ 𝑗
(vℎ 𝑗
)。

令 𝑃1 = max{𝐷, 𝑃3(𝐷 + ||𝑇 | |)}, 𝑃2 = 217( |𝑄 | · |𝑇 | · | |𝑇 | |)14，定义如下三个线性

路径策略集合 𝑆1, 𝑆2, 𝑆：

• 对任意 𝜌 ∈ 𝑆1，𝜌 至多有 2 个圈，并且 |𝜌 | ≤ 𝑃1。

• 对任意 𝜌 ∈ 𝑆2，𝜌 至多有 2|𝑄 |个圈，并且 |𝜌 | ≤ 𝑃2。

• 对任意 𝜌 ∈ 𝑆，𝜌 至多有 6|𝑄 |2 个圈，并且 |𝜌 | ≤ (1 + |𝑄 |)𝑃2 + |𝑄 |𝑃1。

从而由引理7.7存在 𝜌 𝑗 ∈ 𝑆1 满足 𝑞ℎ 𝑗
(vℎ 𝑗
)

𝜌 𝑗−→ 𝑞ℎ 𝑗 (vℎ 𝑗 )，由引理7.8和引理7.9存在

𝜌 𝑗 ∈ 𝑆1 ∪ 𝑆2 满足：𝑞ℎ 𝑗−1 (vℎ 𝑗−1) 𝜌 𝑗

−→ 𝑞ℎ 𝑗
(vℎ 𝑗
)，从而存在 𝑝(𝑢) 到 𝑞(𝑣) 的一个线性路

径策略 𝜌′ 满足：

• |𝜌′ | ≤ (1 + |𝑄 |)𝑃2 + |𝑄 |𝑃1 < 217(|𝑄 | · |𝑇 | · | |𝑇 | |)15。

• 𝜌′ 中圈的个数有 2|𝑄 | ( |𝑄 | + 1) + 2 · |𝑄 | < 6|𝑄 |2。
即存在 𝜌 ∈ 𝑆 满足 𝑝(u) 𝜌−→ 𝑞(v)，定理得证。 □

接下来只需要完成三个引理的证明。

7.2.1.3 引理7.7和7.8的证明

现在来完成引理7.7和7.8的证明。引理7.8的证明是简单的，事实上，对于 𝑝(u)
到 𝑞(v)在 D2 上的一条路径 π 可以分解为：

𝑝(u) 𝛼1−→D2 𝑞1(v1)
𝛽1−→D2 𝑞1(v′1)

𝛼2−→D2 · · · 𝛼𝑘−−→D2 𝑞𝑘 (v𝑘)
𝛽𝑘−→D2 𝑞𝑘 (v′𝑘)

𝛼𝑘+1−−−→D2 𝑞(v)

这里 𝛽𝑖 的选择是满足 𝑞𝑖 (v′𝑖) 是运行中最后到达 𝑞𝑖 状态的格局，|𝛼𝑖 | ≤ |𝑄 |，因此

有 |𝛼1 . . . 𝛼𝑘+1 | ≤ |𝑄 |2。由引理7.7，每个 𝛽𝑖 可以被一个不超过两个圈，长度不超过

𝑃1 的线性路径策略所替代，因此令线性路径策略集合 𝑆 满足，对任意的 𝜌 ∈ 𝑆，𝜌

至多有 2|𝑄 |个圈，并且 𝜌 ≤ |𝑄 |2 + |𝑄 | · 217( |𝑄 | · |𝑇 | · | |𝑇 | |)13 ≤ 217(|𝑄 | · |𝑇 | · | |𝑇 | |)14，

则有 𝑝(u) ∗−→D2 𝑞(v)当且仅当 𝑝(u) 𝑆−→ 𝑞(v)。
接下来完成引理7.7的证明。正如之前所说，我们先证明在 u, v 都充分大的情况

下，𝑝(u)到 𝑝(v)的路径可以视作只有两个等效的圈在起作用。事实上，考虑一个线
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性路径策略，其所表示的所有路径的增量集合可以看作一个带偏移的锥集。下面说

明，这样一个带偏移的锥集与某个象限相交后的交集实际上是一堆带偏移的锥集

的并集满足，这些锥集的生成元素都是同向的并且不超过其个数不超过 2。下面先

补充一些记号，记K表示某个象限，即K ∈ {N×N, (−N)×N, (−N)×(−N),N×(−N)}，
设 𝑒 ∈ N 是个自然数，令 𝑃 = {p1, . . . p𝑘 , p𝑖 ∈ Z2}，定义 𝑃 的大小为 | |𝑃 | | =
|𝑃 | ·max𝑖 | |𝑝𝑖 | |1，并且定义 𝑐𝑜𝑛𝑒𝑒 (𝑃)是由 𝑃 生成的各系数在 Q∩ [0, 𝑒]之间的元素

的集合，即:𝑐𝑜𝑛𝑒𝑒 (𝑃)
def
= {∑𝑘

𝑖=1 𝜆𝑖p𝑖, 𝜆𝑖 ∈ Q ∩ [0, 𝑒]}，特别的 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃) 表示由 𝑃 生

成的锥集，则有下列引理：

7.10 (Blondin[77]) 令 𝑃 = {p1, . . . p𝑘} ⊆ Z2, b ∈ 𝑃，K 是一个象限，则有：

(b + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃)) ∩ K =
⋃𝑛
𝑖=1 c𝑖 + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃𝑖)，其中：

• |𝑃𝑖 | ≤ 2，并且 𝑃𝑖 ⊆ (𝑃 ∪ b + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃)) ∩ K。

• 存在 𝑒 ≤ 4| |𝑃 | |12 使得 {c𝑖} ∪ (𝑃𝑖 ∩ b + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃)) ⊆ b + 𝑐𝑜𝑛𝑒𝑒 (𝑃)。

不妨假设 K = N2，并且令 𝑃 中元素是两两线性无关的，记 𝐵 = | |𝑃 | |，则

对于任意的 𝑖, 𝑗 , 𝑙 ∈ [𝑘] 方程 𝜆𝑙p𝑙 = 𝜆𝑖p𝑖 + 𝜆 𝑗p 𝑗 总存在一组解 𝜆𝑖, 𝜆 𝑗 , 𝜆𝑙 满足：𝜆𝑙 ∈
[1, 𝐵2], 𝜆𝑖, 𝜆 𝑗 ∈ [−𝐵2, 𝐵2]。从而对于任意的 p =

∑𝑘
𝑖=1 𝜆𝑖p𝑖 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃)，总能存在

u, v ∈ 𝑃 使得 p 被重写为：p = 𝜆𝑢u + 𝜆𝑣v +
∑

p𝑖≠u,v 𝜆
′
𝑖p𝑖 满足：𝜆′𝑖 ≤ 𝐵2。因此有：

b + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃) =
⋃

b′∈b+𝑐𝑜𝑛𝑒𝐵2 (𝑃)

⋃
|𝑃′ | ≤2,𝑃′⊆𝑃

b′ + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃′) (7–22)

注意到令 𝑒 = 𝐵4，则 b′ ∈ b + 𝑐𝑜𝑛𝑒𝑒 (𝑃)。令 𝑃′ = {u, v}，若 u, v ∈ N2 则引理已经成

立，否则令 u = (𝑢1, 𝑢2), v = (𝑣1, 𝑣2)，接下来分情况讨论：

情况一：有一个元素不属于 N2，不妨假设 u ∈ N2，并且令 u 到 v 的逆时针夹角小

于 180◦。下面说明，存在 w = (0, 𝑤)满足以下两点：

• w ∈ b + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃)。
• 存在 𝜁1, 𝜁2 ∈ N使得 w = 𝜁1u + 𝜁2v。

注意到由 u, v 的假设，存在 w0 = 𝜂1u + 𝜂2v，其中 𝑤0 ∈ N, 𝜂1, 𝜂2 ∈ [1, 𝐵2] ∩ N，并

且由上述讨论，存在 𝛾0 ∈ [1, 𝐵2], 𝛾1, 𝛾2 ∈ [−𝐵2, 𝐵2] 使得 𝛾0b = 𝛾1u + 𝛾2v，因而有:

𝐵2w0 = 𝐵2𝜂1u + 𝐵2𝜂2v

= 𝛾0b + (𝐵2𝜂1 − 𝛾1)u + (𝐵2𝜂2 − 𝛾2)v ∈ b + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃)

令 w = 𝐵2w0 = 𝜁1u+ 𝜁2v，其中 𝜁𝑖 = 𝐵2𝜂𝑖，则有 0 ≤ 𝜁𝑖 ≤ 𝐵4，从而 w ∈ b+ 𝑐𝑜𝑛𝑒𝑒 (𝑃)。
现在令 z = b′ + 𝜆1u + 𝜆2v ∈ N，𝑃′′ = {u,w}，则有：
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• 若 𝜆1 ≥ 𝜁1 · ⌊ 𝜆2
𝜁2
⌋，令 b′′ = b′ + (𝜆2 − 𝜁2 · ⌊ 𝜆2

𝜁2
⌋)v，则有：

z = b′ + (𝜆2 − 𝜁2 · ⌊
𝜆2

𝜁2
⌋)v + (𝜆1 − 𝜁1 · ⌊

𝜆2

𝜁2
⌋)u + ⌊𝜆2

𝜁2
⌋w ∈ b′′ + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃′′)

• 若 𝜆1 < 𝜁1 · ⌊ 𝜆2
𝜁2
⌋，则有：z = b′ + (𝜆1 − 𝜁1 · ⌊ 𝜆1

𝜁1
⌋)u + (𝜆2 − 𝜁2 · ⌊ 𝜆1

𝜁1
⌋)v + ⌊ 𝜆1

𝜁1
⌋w，

注意到有：

z[1] ≤ b′[1] + (𝜆1 − 𝜁1 · ⌊
𝜆1

𝜁1
⌋)u[1] ≤ 𝑘𝐵3 + 𝐵5

从而 (𝜆2 − 𝜁2 · ⌊ 𝜆1
𝜁1
⌋) ≤ 𝑘𝐵3+𝐵5

v[2] 。

因此对于任何一个 𝑗 ∈ [ 𝑘𝐵3+𝐵5

v[2] ]，记 b 𝑗 = b′ + 𝑗v+ 𝑢 𝑗u，其中 𝑢 𝑗 是使得 b 𝑗 ∈ N2

的最小系数，则：

(b′ + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃′)) ∩ N2 =
⋃

𝑗∈[ 𝑘𝐵3+𝐵5
v[2] ]

b 𝑗 + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃′′) (7–23)

并且令 𝑒 = 4𝐵12，从而 bj, u,w ∈ + 𝑐𝑜𝑛𝑒𝑒 (𝑃)。
情况二：u, v ∉ N2。此时不妨假设 u 在第二象限，v 在第四象限，并且 𝑐𝑜𝑛𝑒({u, v})∩
N2 ≠ ∅，否则其他情况都是有限的。类似于情况一：

• w1 = (𝑤1, 0) = 𝜂1u + 𝜂2v ∈ b + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃), 0 ≤ 𝜂1, 𝜂2 ≤ 𝐵4。

• w2 = (0, 𝑤2) = 𝜁1u + 𝜁2v ∈ b + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃), 0 ≤ 𝜁1, 𝜁2 ≤ 𝐵4。

令 z = b′ + 𝜆1u + 𝜆2v ∈ N2，𝑃′′ = {w1,w2}，我们的目标是将此情况下的 z 都改写成

b′′ + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃′′)的形式。考察 y = 𝜆1u + 𝜆2v：

• 如果 y ∈ N2，从而令:

y = (y[1] − 𝑤1 · ⌊
y[1]
𝑤1
⌋, y[2] − 𝑤2 · ⌊

y[2]
𝑤2
⌋) + ⌊y[1]

𝑤1
)⌋w1 + ⌊

y[2]
𝑤2
)⌋w2

注意到 y ∈ N2 时必有 𝜆1, 𝜆2 > 0，因此有 (y[1]−𝑤1 · ⌊ y[1]
𝑤1
⌋, y[2]−𝑤2 · ⌊ y[2]

𝑤2
⌋) =

𝜆′1u + 𝜆′2v, 𝜆′1, 𝜆′2 ∈ [0, 𝐵4]。
• 如果 y ∉ N2，不妨令 y[1] > 0, y[2] ≤ 0，显然 y2 ≥ −b′[2]。记 𝐾 =

min{⌊ 𝜆1
𝜂1
⌋, ⌊ 𝜆2

𝜂2
⌋}，则 y 可以写成：

y = 𝐾w1 + (𝜆1 − 𝐾𝜂1)u + (𝜆2 − 𝐾𝜂2)v

注意到 y[2] = (𝜆1−𝐾𝜂1)u[2]+(𝜆2−𝐾𝜂2)v[2]，因此有 𝜆1−𝐾𝜂1, 𝜆2−𝐾𝜂2 ≤ 𝐵6，

否则会使得 y[2] ≥ 0 或者 y[1] ≤ −||b′ | | [2]。
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因此对于任何 𝑖, 𝑗 ∈ [0, 𝐵6]，令 w𝑖, 𝑗 = 𝑖u+ 𝑗v, w′𝑖, 𝑗 = w𝑖, 𝑗+ 𝑗𝑖u+𝑖 𝑗v, w′′𝑖, 𝑗 = w𝑖, 𝑗+ 𝑗 ′𝑖u+𝑖′𝑗v，

其中 𝑖 𝑗 , 𝑗𝑖 ∈ N是满足最小的系数使得 w′𝑖, 𝑗 ∈ N× [−b′[2], +∞]，𝑖′𝑗 , 𝑗 ′𝑖 ∈ N是满足最

小的系数使得 w′′𝑖, 𝑗 ∈ [−b′[1], +∞] × N，显然 𝑖 𝑗 , 𝑖
′
𝑗 , 𝑗
′
𝑖 , 𝑗𝑖 ≤ 𝐵11，从而：

(b′ + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃′)) ∩ N2 =
⋃

w𝑖, 𝑗 ∈N2 (b′ + w𝑖, 𝑗) + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃′′)

∪ ⋃
𝑖, 𝑗 (b′ + w′𝑖, 𝑗) + 𝑐𝑜𝑛𝑒({w1})

∪ ⋃
𝑖, 𝑗 (b′ + w′′𝑖, 𝑗) + 𝑐𝑜𝑛𝑒({w2})

引理得证。 □

现在回到引理7.7的证明。不妨假设 u ≤ v，注意到 u, v ∈ D2，因此可以适当

调换顺序使得 𝑝(u) 到 𝑝(v) 被某些线性路径策略所刻画，从而使用引理7.10将其

转换成一个只有两个圈的线性路径策略。

( 7.7 ) 下面先来说明对于 𝑝 到 𝑝 自身的一个线性路径策略 𝜌 =

𝛼1𝛽1 . . . 𝛽𝑘𝛼𝑘+1，可以用一组有限的只有两个圈的线性路径策略集合 𝑅𝜌 所刻画，

并且满足：

• ∀ 𝜎 ∈ 𝑅𝜌 有 |𝜎 | ≤ 9( |𝜌 | · | |𝑇 | |)13。

• ∀ 𝜎 ∈ 𝑅𝜌，令其的两个圈为 𝛽1, 𝛽2，则 Δ(𝛽1),Δ(𝛽2)在同一个象限。

不妨假设 𝛼1 . . . 𝛼𝑘+1 也是 𝜌 的一个圈，否则可以用 𝜌(𝛼1 . . . 𝛼𝑘+1)∗ 来代替。事

实上，令 b = Δ(𝛼1 . . . 𝛼𝑘+1), 𝑃 = {Δ(𝛽1), . . .Δ(𝛽𝑘)}，则 | |𝑃 | | ≤ |𝜌 | · | |𝑇 | | 并且有

𝛿(𝜌) = b + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃)。令 K 是一个象限，则有：𝛿K(𝜌) =
⋃
K 𝛿(𝜌) ∩ K，从而由引

理7.10：

𝛿K(𝜌) =
⋃
K

(
𝑛⋃
𝑖=1

ci + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃𝑖)) (7–24)

其中：

• |𝑃𝑖 | ≤ 2，并且 𝑃𝑖 ⊆ (𝑃 ∪ b + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃)) ∩ K。

• 存在 𝑒 ≤ 4( |𝜌 | · | |𝑇 | |)12 使得 {c𝑖} ∪ (𝑃𝑖 ∩ b + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃)) ⊆ b + 𝑐𝑜𝑛𝑒𝑒 (𝑃)。
对于任意的 c𝑖，存在 𝑒1 . . . 𝑒𝑘 ≤ 4( |𝜌 | · | |𝑇 | |)12 使得 c𝑖 = Δ(𝛼1𝛽

𝑒1
1 . . . 𝛽

𝑒𝑘
𝑘 𝛼𝑘+1)，记该

条路径为 πc𝑖；对于 𝑃𝑖 中的元素 p，若 p ∈ b + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃)，则类似 𝑐𝑖 存在一条路径

πp 满足：p = Δ(πp)。考虑 𝑃𝑖 中所有属于 𝑃 的元素，定义如下线性路径策略 𝜎𝑃𝑖 :

𝜎p = 𝛼1𝛽
𝑒1
1 𝜃1 . . . 𝛽𝑘𝜃𝑘𝛼𝑘+1

其中 𝜃 𝑗 满足若 Δ(𝛽 𝑗) ∈ 𝑃𝑖 则 𝜃 𝑗 = 𝛽∗𝑗，反之为空。定义线性路径策略 𝜌𝑖 =

𝜎𝑃𝑖Πp∈𝑃𝑖\𝑃 (πp)∗，则有：|𝜌𝑖 | ≤ |𝜌 | + 8( |𝜌 | · | |𝑇 | |)13 ≤ 9(|𝜌 | · | |𝑇 | |)13，并且 𝛿𝜌𝑖 =

c𝑖 + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃𝑖)。因此，令 𝑅𝜌 = {𝜌𝑖}，则有 𝛿 (𝜌) =
⋃
𝜌∈𝑅𝜌

𝛿 (𝜌)。
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回到引理7.10，由定理7.3 𝑝(u)到 𝑞(v)在 Z2 上的路径可以被一个长度不超过

2|𝑄 | |𝑇 | 的线性路径策略集合 𝑆 所刻画，定义 𝑅 = ∪𝜌∈𝑆𝑅𝜌，则对于任意的 𝜎 ∈ 𝑅
有 |𝜎 | < 217(|𝑄 | · |𝑇 | · | |𝑇 | |)13，令 𝜎 = 𝛼1𝛽

∗
1𝛼2𝛽

∗
2𝛼3，由前面的假设存在 𝑒1, 𝑒2 使

得 𝑝(u)
𝛼1𝛽

𝑒1
1 𝛼2𝛽

𝑒2
2 𝛼3−−−−−−−−−−→Z2 𝑝(v)。注意到 v − u 和 Δ(𝛽1),Δ(𝛽2) 是同一象限，从而令

π𝜎 = 𝛼1𝛽1𝛼2𝛽2𝛼3 对任意的 𝑖 ∈ |π𝜎 |有：

u + Δ(𝜎π [1, 𝑗]) ≥ (𝐷, 𝐷) − (|𝜎 | · | |𝑇 | |, |𝜎 | · | |𝑇 | |) > 0 (7–25)

从而 𝑝(u)
𝛼1𝛽

𝑒1
1 𝛼2𝛽

𝑒2
2 𝛼3−−−−−−−−−−→N2 𝑝(v)，引理得证。 □

7.2.1.4 引理7.9的证明

下面来证明引理7.9，从而完成对定理7.4的全部证明。注意到这一部分的路径

上的格局都是有一维受限的，因此直观上来说可以将其想象成一个一维带状态的

向量加法系统，从而可以利用上一节的结论来完成上述引理的证明。

首先由引理7.6和定理7.2可知，对于一元更新的 1 维带状态的向量加法系统，

可以找到一个线性路径策略集合 𝑆 满足：

• 对于任意的 𝜌 ∈ 𝑆，|𝜌 | ≤ 10|𝑄 |4 并且 𝜌 至多有 1 个圈。

使得 𝑝(𝑢) ∗−→ 𝑞(𝑣)当且仅当 𝑝(𝑢) 𝑆−→ 𝑞(𝑣)。而对于一般的 1 维带状态的向量加法系

统 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴)，我们也有类似的结论，事实上只需要构造一个对应的一元更新

的一维带向量的向量加法系统 𝑉 ′ = (𝑄 ′, 𝑇 ′, {−1, 0, 1})即可。对于 𝑉 中的一个规则

𝑡 = (𝑝, 𝑎, 𝑞)，其中不妨令 𝑎 > 0，构造如下的 𝑎 + 2 条规则以及添加新的 𝑎 个状态：

𝑝
𝑡1=(𝑝,0, (𝑡 ,0))−−−−−−−−−−→ (𝑡, 0) 𝑡2=( (𝑡 ,0) ,1, (𝑡 ,1))−−−−−−−−−−−−→ (𝑡, 1) · · · 𝑡𝑎+1=( (𝑡 ,𝑎−1) ,1, (𝑡 ,𝑎))−−−−−−−−−−−−−−−−→ (𝑡, 𝑎) 𝑡𝑎+2=( (𝑡 ,𝑎) ,0,𝑞)−−−−−−−−−−−→ 𝑞

不难看出 |𝑇 ′ | ≤ |𝑇 | · ( | |𝑇 | | + 2), |𝑄 ′ | ≤ |𝑄 | + |𝑇 | · | |𝑇 | |，并且我们有 𝑝(𝑢) 𝑡−→ 𝑞(𝑣) 当
且仅当 𝑝(𝑢) 𝑡1...𝑡𝑎+2−−−−−→ 𝑞(𝑣)，从而利用上面的结论可以得到关于一般的一元带状态的

向量加法系统的路径结构，即：

7.5 令 𝑉 = (𝑄,𝑇, 𝐴) 是一个 1 维带状态的向量加法系统，𝑝(𝑢), 𝑞(𝑣) 是两个

格局。令 𝑆是一个线性路径策略的集合，满足任意 𝜌 ∈ 𝑆，|𝜌 | ≤ 10( |𝑄 | + |𝑇 | · | |𝑇 | |)4，
并且 𝜌 至多有 1 个圈，则有：

𝑝(𝑢) ∗−→ 𝑞(𝑣) ⇐⇒ 𝑝(𝑢) 𝑆−→ 𝑞(𝑣) (7–26)

现在回到引理7.9的证明，证明的关键之处是在于在这种情况下总有一维是永

远受限的，所以直觉上来说其可以视作 1 维带状态的向量加法系统，这里需要解决
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的问题是 L是一个”L” 型区域，虽然总有 1 维受限，但是这一维却可以发生变化，

所以并不能真正的将其视作一个 1 维带状态的向量加法系统进行考虑。解决方案

也很简单，将其拆分成两个区域考虑即可，即 L1 = N × [0, 𝐷] 和 L2 = [0, 𝐷] × N；

下面将证明 𝑝(u)到 𝑞(v)在 L上的运行，能够转换为至多只需要考虑两个在 L1 或

者 L2 上的运行。

( 7.9 ) 先证明，令 B ∈ {L1, L2}，则存在一个线性路径策略集合 𝑆

满足：对于任意的 𝜌 ∈ 𝑆 有 |𝑆 | ≤并且 𝜌 至多有一个圈。

事实上不妨令B = L1，定义如下的 1 维带状态的向量加法系统𝑉 ′ = (𝑄 ′, 𝑇 ′, 𝐴′)
其中：

• 𝑄 ′ = {(𝑞, 𝑖) |𝑞 ∈ 𝑄, 𝑖 ∈ [𝐷]}。
• 𝑇 ′ = {((𝑝, 𝑖), 𝑎, (𝑞, 𝑗)) |𝑡 = (𝑝, (𝑎, 𝑗 − 𝑖), 𝑞) ∈ 𝑇}。
• 𝐴′ = {𝑖 | (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴}。

对于 𝑉 ′中的一条规则 𝑡 = ((𝑝, 𝑖), 𝑎, (𝑞, 𝑗))，定义 𝑇 (𝑡) def
= (𝑝, (𝑎, 𝑗 − 𝑖), 𝑞)，对于一条

路径 π = 𝑡1 . . . 𝑡𝑘，则 𝑇 (π) def
= 𝑇 (𝑡1) . . . 𝑇 (𝑡𝑘)。不难验证，在 𝑉 中 𝑝(u) π−→B 𝑞(v)当且

仅当在 𝑉 ′ 中 (𝑝, u[2]) 𝑇 (π)−−−→ (𝑞, v[2])，注意到 |𝑄 ′ | = 𝐷 |𝑄 |, |𝑇 |′ ≤ 𝐷 |𝑇 |, | |𝑇 ′ | | ≤ |𝑇 |，
则由定理7.5可知存在一个线性路径策略 𝜌 满足：|𝜌 | ≤ 10𝐷4 · ( |𝑄 | + |𝑇 | | |𝑇 | |)4 并且

𝜌 至多只有一个圈使得 𝑝(u) 𝜌−→ 𝑞(v)。
回到引理7.9中。令 π 是 𝑝(u)到 𝑞(v)在 L的一条路径，对其作如下分解：

𝑝(u) π1−→ 𝑝1(u1)
π2−→ 𝑝2(u2)

π3−→ · · · π𝑘−→ 𝑝𝑘 (u𝑘)
π𝑘+1−−−→ 𝑞(v) (7–27)

其中满足：

• u𝑖 ∈ [0, 𝐷] × [0, 𝐷]。
• 对于 𝑖 ∈ [𝑘 + 1]，𝑝𝑖−1(u𝑖−1)

π𝑖−→ 𝑝𝑖 (u𝑖)是在 L1 或者 L2 上的运行。

注意到 𝑘 ≤ (𝐷 + 1)2 · |𝑄 |，并且有：

• 对于 𝑗 ∈ {2, . . . , 𝑘} 存在一条长度不超过 10𝐷4 · |𝑄 |4 的路径 π′𝑗 使得

𝑝 𝑗−1(u 𝑗−1)
π′𝑗−→ 𝑝 𝑗 (u 𝑗)。

• 对于 𝑗 = 1, 𝑘 + 1 存在一个至多只有一个圈并且长度不超过 10𝐷4 · ( |𝑄 | +
|𝑇 | | |𝑇 | |)4 的线性路径策略 𝜌 𝑗 使得 𝑝 𝑗−1(u 𝑗−1)

𝜌 𝑗−→ 𝑝 𝑗 (u 𝑗)
定义线性路径策略集合 𝑆，𝑆 满足：

• 对于任意的 𝜌 ∈ 𝑆，𝜌 至多有两个圈。

• |𝜌 | ≤ (𝐷+1)2 · |𝑄 | ·10𝐷4 · |𝑄 |4+2·10𝐷4 · ( |𝑄 |+ |𝑇 | | |𝑇 | |)4 ≤ 20𝐷6 · ( |𝑄 |+ |𝑇 | | |𝑇 | |)4。
则有：𝑝(u) ∗−→L 𝑞(v)当且仅当 𝑝(u) 𝑆−→ 𝑞(v)，引理得证。 □

至此，我们完成了对定理7.4的证明。
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7.2.2 2 PSPACE-

本节将完成 2 维带状态向量加法系统的可达性问题是 PSPACE-完备的证明。

PSPACE-难的证明是容易的，回顾章节六中提到的定理6.2，即 𝐵-有界的 1-计
数程序 𝑀 的停机问题是 PSPACE-完备的，我们可以构造一个 2 为带状态的向量

加法系统 𝑉 去模拟该问题；事实上，假设 𝑀 的程序有 𝑛 行，则令 𝑉 有 𝑛 个状态

{𝑞1, . . . , 𝑞𝑛}对应每一行程序；对于 𝑀 中的第 𝑘 条命令，若其改变了计数器的值并

且改变量为 𝑐，则可以在𝑉 中添加规则：𝑡 = (𝑞𝑘 , (𝑐,−𝑐), 𝑞𝑘+1)；若其是测 0 命令，则添

加一个中间状态 𝑞′𝑘 并添加如下两条规则：𝑡1 = (𝑞𝑘 , (0,−𝐵), 𝑞′𝑘), 𝑡2 = (𝑞′𝑘 , (0, 𝐵), 𝑞𝑘)；
若其是‘goto’命令，则添加对应状态的转移规则，不难验证：

(0, 1) ∗−→𝑀 (0, 𝑛) ⇐⇒ 𝑞1((0, 𝑏))
∗−→𝑉 𝑞𝑛((0, 𝑏))

从而有：

7.11 2 维带状态的向量加法系统的可达性问题是 PSPACE-难的。

上界的证明则需要用到上一节所证明的 2 维带状态的向量加法系统的可达性

路径都能转换成线性路径策略这一结论。事实上，一个关键的发现在于如果可达

路径可以用线性路径策略来表示，则不管是几维的向量加法系统，都可以将其是

否可达转换成一个线性方程组是否有解；因此直观上来说只需要验证第一个圈和

最后一个圈可以运行即可，下面先通过一个简化的版本来理解这一发现。

7.12 (Blondin[77]) 令 𝑉 = (𝑄,𝑇) 是一个 𝑑 维带状态的向量加法系统，𝛽 =

𝑡1 . . . 𝑡𝑚 是 𝑉 里 𝑝 上的一个圈，则对于格局 𝑝(u)，存在一个线性方程组 Ξ : a𝑥 ≥ c
满足:

• 𝑝(u) ∗−→ 𝑝(u + 𝑒Δ(𝛽)) 当且仅当 𝑒 是 Ξ 的一个解。

• a, c ∈ Z𝑑+1 并且满足：| |𝑎 | | ≤ |𝛽 | · | |𝑇 | |, | |𝑐 | | ≤ 2|𝛽 | · | |𝑇 | | + | |𝑢 | |。

事实上，𝑝(u) ∗−→ 𝑝(u + 𝑒Δ(𝛽)) 等价于如下方程成立：

∀ 𝑗 ∈ [𝑚], u + Δ(𝛽[1, 𝑗]) ≥ 0 (7–28)

∀ 𝑗 ∈ [𝑚], u + (𝑒 − 1)Δ(𝛽) + Δ(𝛽[1, 𝑗]) ≥ 0 (7–29)

前者保证了第一圈可以运行，后者保证了最后一圈可以运行，中间的圈可以运行

是由于可达关系的单调性成立的。上述关系可以转换成一个线性方程组，令 c 𝑗 =
Δ(𝛽[1, 𝑗]) + Δ(𝛽) − u，则构造 Ξ : a𝑥 ≥ c，其中：

• a = (0,Δ(𝛽))。
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• c = (𝑐0, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑑)，其中 𝑐0 = −min 𝑗∈[𝑚],𝑖∈[𝑑 ] (u + Δ(𝛽[1, 𝑗])) [𝑖]，𝑐𝑖 =

max 𝑗∈[𝑚] c 𝑗 [𝑖]。
显然 | |𝑎 | | ≤ |𝛽 | · | |𝑇 | |, | |𝑐 | | ≤ 2|𝛽 | · | |𝑇 | | + | |𝑢 | |，并且 Ξ 有解 𝑒 当且仅当 𝑝(u) ∗−→
𝑝(u + 𝑒Δ(𝛽))，引理成立。 □

对于一个线性路径策略，我们也只需要检测每个圈运行的第一次和最后一次

是否满足要求即可，从而结合定理7.4和推论2.2，不难得到如下引理：

7.13 令𝑉 = (𝑄,𝑇)是一个 2 维带状态的向量加法系统，𝜌 = 𝛼1𝛽
∗
1 . . . 𝛼𝑘𝛽

∗
𝑘𝛼𝑘+1

是一个线性路径策略，𝑝(u)和 𝑞(v)是 𝑉 上的两个格局，则若 𝑝(𝑢) 𝜌−→ 𝑞(v)，则存

在 𝑒1, . . . 𝑒𝑘 ≤ (1 + 2𝑘2(| |𝑣 − 𝑢 | | + |𝜌 | · | |𝑇 | |))𝑘+1 使得：

𝑝(u)
𝛼1𝛽

𝑒1
1 ...𝛼𝑘𝛽

𝑒𝑘
𝑘
𝛼𝑘+1−−−−−−−−−−−−−−→N2 𝑞(v)

我们的目标是构造一个线性方程组 Ξ 满足 𝑝(u)
𝛼1𝛽

𝑒1
1 ...𝛼𝑘𝛽

𝑒𝑘
𝑘
𝛼𝑘+1−−−−−−−−−−−−−−→N2 𝑞(v)当且

仅当 e = (𝑒1, . . . 𝑒𝑘) 是 Ξ 的一个解。令 x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)，记 u𝑖 = u + ∑
𝑗≤𝑖 Δ(𝛼𝑖) +∑

𝑗<𝑖 𝑥 𝑗Δ(𝛽 𝑗), v𝑖 = u𝑖 + 𝑥𝑖Δ(𝛽𝑖)，𝑝(u)走完 𝛼1𝛽1 . . . 𝛼 𝑗 的状态为 𝑝 𝑗，则由引理7.12，

𝑝 𝑗 (u 𝑗)
𝛽
𝑥 𝑗
𝑗−−→ 𝑝 𝑗 (v 𝑗)当且仅当：

∀𝑖 ∈ [|𝛽 𝑗 |], u 𝑗 + Δ(𝛽 𝑗 [1, 𝑖]) ≥ 0

∀𝑖 ∈ [|𝛽 𝑗 |], u 𝑗 + (𝑥 𝑗 − 1)Δ(𝛽 𝑗) + Δ(𝛽 𝑗 [1, 𝑖]) ≥ 0

因此对于 𝑗 ∈ [𝑘]，定义对应的线性方程组：𝐴 𝑗x ≥ c 𝑗
• 𝐴 𝑗 是一个 𝑑 × 𝑘 的矩阵，满足 𝐴 𝑗 = [Δ(𝛽1), . . . ,Δ(𝛽 𝑗), 0, . . . , 0]。
• c 𝑗 = (𝑐1

𝑗 , . . . 𝑐
𝑑
𝑗 )满足：

𝑐𝑘𝑗 = max
𝑖∈[ |𝛽 𝑗 | ]0

(Δ(𝛽 𝑗 [𝑖 + 1, |𝛽 𝑗 |]) − u −
∑
𝑘≤𝑖

Δ(𝛼𝑘)) [𝑘]

再定义矩阵 𝐴0 = [Δ(𝛽1), . . . ,Δ(𝛽𝑘)] 和线性方程组 Ξ : 𝐴x = c，其中：

𝐴=



𝐴0

𝐴1
...

𝐴𝑘


, c=



v − u −∑𝑘+1
𝑖=1 Δ(𝛼𝑖)

c1
...

c𝑘


(7–30)

则由引理7.12可知，Ξ 有一组解当且仅当 𝑝(u) 𝜌−→ 𝑞(v)。注意到，| |𝐴| | ≤ 𝑘 · |𝜌 | ·
| |𝑇 | |, | |c| | ≤ | |𝑣 − 𝑢 | | + 2|𝜌 | · | |𝑇 | |，从而由推论2.2，存在一组解 e，满足：𝑒𝑖 ≤ (1 +
2𝑘2( | |𝑣 − 𝑢 | | + |𝜌 | · | |𝑇 | |))𝑘+1，引理得证。 □
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由引理7.11和引理7.13不难得到本节的主要结论：

7.6 2 维带状态的向量加法系统的可达性问题是 PSPACE-完备的。

由引理7.11只需要给出 PSPACE 的算法，给定 𝑝(u) 和 𝑞(v)，由定理7.4可

知若其存在一条路径，则存在一条满足某个长度不超过 |𝜌 | ≤ 217(|𝑄 | · |𝑇 | · | |𝑇 | |)15

并且至多有 6|𝑄 |2 个圈的线性路径策略 𝜌 的的路径 𝜋，由引理7.13可知 𝜋 的长度至

多是关于 𝑉 指数大的，并且可以在多项式空间内描述，因此只要枚举所有这样的

路径在验证即可，从而该算法是在 PSPACE 内的。 □

若 2 维带状态的向量加法系统是以一进制存储的，则上述猜测过程可以在多

项式时间内完成，因此此时的可达性问题是在 NP 里的。

7.3
本节对高维 (≥ 3) 的带状态的向量加法系统作一定的讨论。目前来说，高维方

面的结论非常的少，首先从低维的角度出发，当维数升上 3 之后，Hopcroft 在 [40]
就给出了一个可达集不是半线性集，如下图所示。在𝑉3 中考虑由格局 𝑝(0, 0, 1)出
发的可达格局，显然对于其所达的格局 𝑞(v) 有着 v[3] ≤ 2v[1]，其不是半线性的，

尽管在章节五知道该可达集几乎半线性的，但这一结论也使得对于使用线性路径

策略去刻画 3 维以上的带状态的向量加法系统成为了不太现实的方案。

p q

(0, 1,−1) (0,−1, 2)

(0, 0, 0)

(1, 0, 0)

图 7–5 不满足可达集是半线性的 3-VASS 𝑉3

Figure 7–5 An example of 3-VASS 𝑉3 that its reachable set isn’t semi-linear

再从另一个角度来讨论一下线性路径策略会遇到的困难。事实上仔细理解上

面一节关于 2 维带状态向量加法系统的可达性的证明可以发现，其非常依赖引

理7.10，而该引理表述的是对于一个带偏移的锥集和某个象限相交之后的集合可

以用有限个只用两个生成向量组成的锥集来表示。做个简单的类比，这种性质更

像是向量空间的性质，即 𝑛 维向量空间至多只有 𝑛 个线性无关的向量，也就是其

中任何一个向量都可以用特定的 𝑛 个向量表示。
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但这一引理在 ≥ 3 的情况下就不成立了。直观上来说，总能拼出一个在对应

卦限下的向量，但是当其是 2 维的时候相当于只剩下了一个方向的向量，因此此

时判别是简单的，要么该向量不能任意使用只有有限次，要么能任意使用基本上

可以作为另一个生成向量；但是当维度升到 3 甚至之上的时候，此时还剩下至少

两个方向的向量，而这两个向量不仅会相互制约，还会受到分解出来的向量的影

响，从而导致引理的不成立。

我们可以用图7–5作为例子再来说明一下。考虑 𝑉3 在 Z𝑑 上 𝑝 到 𝑝 的

会经过 𝑞 的路径，其可以表示为 𝐿
def
= (1, 0, 0) + 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝑃)，其中 𝑃 =

{(1, 0, 0), (0, 1,−1), (0,−1, 2)}。考虑 𝐿 和 N3 的交集，自然可以分离出 (1, 0, 0) 第
一个向量，但是由于 (0, 1, 0), (0, 0, 1) ∉ 𝐿，因此并不能将其表示为由 3 个在 N3 上

生成向量张成的锥集，从而引理7.10的分解并不能被扩展，我们不能通过此来获

取 3 维带状态的向量加法系统可达路径的信息。

除此之外，近两年在对固定维向量加法系统的研究中，一些研究者也发现了

很多低维的向量加法系统有着很长的运行。Czwre’nski 在 [74] 中证明了存在一个

4 维的带状态的向量加法系统，其上面的任何一个运行都有双指数长，下面介绍

该例子。

(0, ak,−bk, 0)

(0,−1, 1, 0)

(0, 0, 0, 2k)

(0, 0, 0, 0)

(0, 0, 0,−1)

(0, ak−1,−bk−1, 0)

(0,−1, 1, 0)

(0, 0, 0, 2k−1)

(0, 0, 0, 0)

(0, 0, 0,−1)

(0, a1,−b1, 0)

(0,−1, 1, 0)

(0, 0, 0, 2)

(0, 0, 0, 0)

(0, 0, 0,−1)

(0, 0, 0, 2k−2)

(−a,−b, 0, 0)

(0, 0, 0, 0)

(1, 1, 0, 0)

p qr

(0,−1, 0, 0)

图 7–6 具有双指数路径的 4-VASS 𝑉4

Figure 7–6 An example of 4-VASS 𝑉4 that any halting run has length of doubly exponential

其中 𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 按如下定义：

• 𝑎𝑖 = 4𝑘 (𝑘−𝑖) (4𝑘 + 2𝑘−𝑖), 𝑏𝑖 = Π𝑘−𝑖+1
𝑗=0 (4𝑘 + 2 𝑗)。

• 𝑎 = Π𝑘−1
𝑗=0 (4𝑘 + 2 𝑗), 𝑏 = 42𝑘2

。

注意到如下事实：

( 𝑎𝑘
𝑏𝑘
)2𝑘 · ( 𝑎𝑘−1

𝑏𝑘−1
)2𝑘−1 · · · · · ( 𝑎1

𝑏1
)21

=
𝑎

𝑏
(7–31)

因此任何从 𝑝(0) 到 𝑞(0) 的一个运行在离开状态 𝑝 时的格局中的向量 (𝑁, 𝑁, 0, 0)
必须满足：(𝑏𝑘)2

𝑘 |𝑁，但是 𝑉4 的大小仅仅是多项式大的，从而该运行至少有一个
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双指数长的长度。

而对于章节五所提到的 Presburger 不变量方法，近些年也有悲观的结论。

Czwre’nski 在 [155] 中证明一些很长的可达路径也可以导致很大的分离对，即如

下引理：

7.14 (Czwre’nski[155]) 令 𝑉 是一个 𝑑 维带状态的向量加法系统，𝑝(u) 和

𝑞(v)是两个 𝑉 上的格局，令 𝑟 是 𝑉 上的一条状态，𝑙 = a +NΔ 是 N𝑑 上的一条线满

足：

• Δ ∈ N2 × {0}𝑑−2。

• 𝑝(u)和 𝑞(v)之间不存在路径。

• 对 𝑙 上的任一个点 c 有 𝑝(u) ∗−→ 𝑟 (c)。
• 对于 𝑙 上的任一个点 c 和任意正整数的 𝑛 有 𝑟 (c + 𝑛e2)

∗−→ 𝑞(v)。
则对于任意一个分离 𝑝(u)和 𝑞(v)的分离对都包含周期向量 𝑘Δ，其中 𝑘 ∈ Q。

考虑任何一个 𝑝(u) 和 𝑞(v) 的分离对 (𝑆,N𝑑 \ 𝑆)，记 𝑆𝑟 = {x|𝑞(x) ∈ 𝑆}，则

由定义 𝑆𝑟 是有限个线性集的并，即 𝑆𝑟 =
⋃
𝑖 𝐿𝑖。由条件存在 𝐿𝑖 满足：𝑙 ⊆ 𝐿𝑖，令

𝐿 = b + 𝑐𝑜𝑛𝑒({p1, . . . , p𝑛})，则对于任意的 𝑛 ∈ N存在 𝑚1 . . . 𝑚𝑛 满足：

a + 𝑛Δ = b +
𝑛∑
𝑖=1

𝑚𝑖p𝑖

通过排列 p1 . . . p𝑛 的顺序，可以找到 𝑘 ∈ [𝑛]满足：对任意 𝑗 > 𝑘 和对任意的 𝑖 ≥ 3
有 p 𝑗 [𝑖] > 0，而对任意 𝑗 ≤ 𝑘 和对任意的 𝑖 ≥ 3 有 p 𝑗 [𝑖] = 0，则可以重写上式为：

a − b + 𝑛Δ −
𝑛∑

𝑖=𝑘+1
𝑚𝑖p𝑖 =

𝑘∑
𝑖=1

𝑚𝑖p𝑖 (7–32)

注意到 Δ ∈ N2 × {0}𝑑−2，从而 𝑚𝑘+1, . . . 𝑚𝑛 被 a− b 的值所限制，并且与 𝑛无关。因

此令 v = a − b −∑𝑛
𝑖=𝑘+1 𝑚𝑖p𝑖，接下来证明必有一个 p𝑖, 𝑖 ∈ [𝑘] 满足 Δ = 𝑘p𝑖，其中

𝑘 ∈ Q。

只需要考虑前两维。如果存在 p𝑖, 𝑖 ∈ [𝑘] 使得 Δ[1]p𝑖 [2] > Δ[2]p𝑖 [1], 则考虑

Δ[1]p𝑖, 其满足：Δ[1]p𝑖 = 𝑘1Δ + 𝑘2e2，从而与第四个条件矛盾。因此对于任意的

p𝑖, 𝑖 ∈ [𝑘] 有：Δ[1]p𝑖 [2] ≤ Δ[2]p𝑖 [1]。
如果所有的等号都不成立，则令等式7–32左右两边分别为 𝑀1, 𝑀2 有：

lim
𝑛→∞

𝑀1 [2]
𝑀1 [1]

=
Δ[2]
Δ[1] > max

𝑖∈[𝑘 ]

p𝑖 [2]
p𝑖 [1]

= lim
𝑛→∞

𝑀2 [2]
𝑀2 [1]

矛盾！从而必有 p𝑖 满足：Δ[1]p𝑖 [2] = Δ[2]p𝑖 [1]，从而引理成立。 □
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引理7.14给出了一个分量在分离对中的一个充分条件，我们最后介绍将该引

理用到上面所举的 4 维带状态的向量加法系统的例子中，说明很长的运行可以产

生很大的分离对。在 𝑉4 中考虑 𝑝((0, 0, 0, 0)) 和 𝑞((0, 1, 0, 0))，显然两个格局之间

是不可达的，因为对于从 𝑝((0, 0, 0, 0))出发的到达 𝑞(v)的任何一个格局中必须满

足：v[2] ≤ 𝑏
𝑎
· v[1]，令 Δ = (𝑁, 𝑁 · ( 𝑎𝑘

𝑏𝑘
)2𝑘 , 0, 0)，其中 𝑁 = Π𝑘

𝑖=1𝑏
2𝑖
𝑖 ，则可以验证：

• 对任意 𝑛 ∈ N，𝑝((0, 0, 0, 0)) ∗−→ 𝑟 (𝑛Δ)。
• 对任意 𝑛1, 𝑛2 ∈ N，𝑟 (𝑛1Δ + 𝑛2e2)

∗−→ 𝑞((0, 1, 0, 0))。
从而由引理7.14可知，任何一个分离对都将包含 𝑟Δ 这样的一个类型，然而描述

Δ 是需要双指数大的空间，从而用 Presburger 不变量方法证明 𝑝((0, 0, 0, 0)) 和

𝑞((0, 1, 0, 0)) 是不可达的需要考虑一个双指数大的分离对。

7.4
本章介绍了固定维向量加法系统可达性问题的一些成果。可以看到在低维的

时候由于其可达集有良好的半线性集性质，因此可以分析出其路径的长短获得了

一些完备的结论。但是维度 ≥ 3 的时候目前还没有很好的研究手段。

近些年随着对一般维向量加法系统的新的上界算法和新的下界研究成果进行

考虑，研究者们找到了高维向量加法系统里存在一些长度很长的运行，这一点在

最后一节有所介绍，但值得注意的是尽管找出了这样一些特定的向量加法系统，

但并不能说明 4 维带状态的向量加法系统的可达性问题就是 2-EXPSPACE-难的，

因此对于 ≥ 3 维带状态的向量加法系统的可达性问题，目前还是没有很好的认识。

一个可以考虑的方向是不同维向量加法系统可达性问题之间的联系。从目前

的结果上来看，从下界出发似乎是两维可以将复杂性从 F𝑘 升至 F𝑘+1；而从上界来

看对于 𝑑 维一个在 F𝑡 的算法可以对应构造一个 𝑑 + 1 维在 F𝑡+1 的算法，两者目前

还是有比较大的鸿沟。而在章节四提到的对 Leroux 等人在 [79] 提出的最新的上

界算法的另一种理解希望可以对这里产生帮助。
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本章从计数的角度来研究进程中的一些问题。从计数的角度上出发，我们可

以认识非确定计算 (nondeterministic computation) 的复杂性；比如可以询问：𝑛 个

状态的允许与三个信道 𝑎, 𝑏, 𝑐 交互的进程一共有多少个？这些进程的数量在某种

程度上刻画了非确定计算的复杂性。

为了方便研究，本章考虑了进程中的非确定计算对象 (nondeterministic com-
putational object)。简单来说，即是不能与其他进程交互的那些进程；直观上来理

解，就是那些仅仅承担计算任务的进程，其能接收一个输入，最后返回一个输出。

这类对象能够很好的反映分叉带来的计算复杂性。此外本章仅仅考虑𝐶𝐶𝑆 上的一

个子模型 CCS𝜇，即其只允许 𝜏 动作的存在。Fu 在 [114] 中提出这上面的非确定计

算对象有一个好的表示：C-图 (C-graph)，而本章将介绍对其计数方面的结论，即

在分支情况下最坏的复杂性结果。

本章的安排如下：第一节将介绍进程的一些基本概念以及介绍 C-图，第二节

将介绍本章的核心内容：C-图计数，我们将从高度这个参数给出 C-图个数的公式

结论，并且给出一个高度和 C-图顶点个数之间的关系；第三节则将介绍一类特殊

的 C-图：正则 C-图；第四节则是本章小结。

8.1 C-
C-图是 CCS𝜇 上有限状态计算对象的形式化表示，首先来介绍其另一个形式

化表示，即使用传统的进程演算的记号。在 CCS𝜇 上，一个有限状态项 (finite state
term) 是由下列的 BNF 所生成的：

𝑇 := 𝑋 | 𝑆 | Δ(𝑇) | 𝜇𝑋.𝑇,

𝑆 := 0 | 𝜏.𝑇 | 𝑆 + 𝑆.

其中 𝑋 是一个项变量 (term variable)，𝑆 是一个非确定项 (nondeterministic term)，
𝜇𝑋.𝑇 是一个递归项 (recursive term)，其中 𝑋 是约束的 (bound)，Δ(𝑇) 则是一个延

迟操作子。一个有限状态计算对象 (finite state computational object) 则是一个不包

含自由变量的项，也简称为计算对象。下面给出了 CCS𝜇 的语义：

𝜏.𝑇
𝜏−→ 𝑇

𝑆𝑖
𝜏−→ 𝑆′𝑖 𝑖 ∈ {0, 1}

𝑆0 + 𝑆1
𝜏−→ 𝑆′𝑖

— 149 —



第八章 非确定计算计数

Δ(𝑇) 𝜏−→ Δ(𝑇)
𝑇

𝜏−→ 𝑇 ′

Δ(𝑇) 𝜏−→ 𝑇 ′

𝑇{𝜇𝑋.𝑇/𝑋} 𝜏−→ 𝑇 ′

𝜇𝑋.𝑇
𝜏−→ 𝑇 ′

其中 Δ(𝑇) 𝜏−→ Δ(𝑇) 称为自循环 (self loop)，0 是最简单的终止 (terminating) 的计算

对象，记 Ω = Δ(0)，则 Ω 是最简单的发散的 (divergent) 计算对象。特别的，用⇒
表示

𝜏−→的传递闭包。

下面介绍两个计算对象相等的概念。互模拟等价 (bismulation)[62, 162] 是进程演

算中一个基本的等价关系。本文采用 [163] 所提出来的关于弱互模拟等价 (weak
bismulation) 的一个改良版本-分支互模拟等价关系 (branching bismulation)。

8.1 二元关系 R 是一个互模拟关系如果下列条件满足：

• 如果 𝑃R𝑄 𝜏−→ 𝑄 ′，则以下之一成立：

– 存在 𝑃⇒ 𝑃′，并且有 𝑃′R𝑄, 𝑃′R𝑄 ′。
– 存在 𝑃⇒ 𝑃′′R𝑄 并且有 𝑃′′

𝜏−→ 𝑃′R𝑄 ′。
• 如果 𝑄R−1𝑃

𝜏−→ 𝑃′，则以下之一成立：

– 存在 𝑄 ⇒ 𝑄 ′，并且有 𝑄 ′R−1𝑃,𝑄 ′R−1𝑃′。

– 存在 𝑄 ⇒ 𝑄 ′′R−1𝑃 并且有 𝑄 ′′
𝜏−→ 𝑄 ′R−1𝑃′。

上述关系描述了这样一种等价关系：一个进程可以通过作一些不改变自己状

态的 𝜏 动作后去模拟另一个进程，另一个进程也是如此。但是这种等价关系依旧

有些缺陷，比如其不能很好的区分一个发散的进程和一个终止的进程。比如可以

证明 Ω 和 0 在上述定义下是互模拟等价的，但这两个项显然应该是不相等的，从

而需要定义一种关于发散的关系来区分这种情况。研究者们为此给出了很多的方

法[66-67, 164-168]，本文采用 [169] 提出的想法。

8.2 二元关系 𝑅 是共发散的 (codivergent) 如果其满足以下的条件：

• 如果 𝑃0 R𝑄0
𝜏−→ 𝑄1

𝜏−→ . . .
𝜏−→ 𝑄𝑛

𝜏−→ . . . , 则存在 𝑃1 和 𝑗 > 0 使得

𝑃0
𝜏

=⇒ 𝑃1 R𝑄 𝑗。

• 如果 𝑃0 R−1𝑄0
𝜏−→ 𝑄1

𝜏−→ . . .
𝜏−→ 𝑄𝑛

𝜏−→ . . . , 则存在 𝑃1 和 𝑗 > 0 使得

𝑃0
𝜏

=⇒ 𝑃1 R−1𝑄 𝑗。

有了上述两个定义，我们可以定义两个计算对象 𝑃,𝑄 的等价关系 ≃：如果

(𝑃,𝑄)是一个共发散的互模拟关系，则称 𝑃 和 𝑄 是相等的。注意到在 CCS𝜇 中不

相等的计算对象是有无穷多个的，Fu 在 [114] 中便构造了无穷多个互不相等的计

算对象，如下所示：

Υ2𝑖+1 = Δ(𝜏.0 + 𝜏.Υ2𝑖),

Υ2𝑖+2 = 𝜏.0 + 𝜏.Ω + 𝜏.Υ2𝑖+1.
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不难验证，对于任意 𝑖 ≠ 𝑗，有 Υ𝑖 ; Υ 𝑗。

注意到使用弱互模拟关系定义计算对象的相等性是没有意义的，因为在忽略

共发散性的情况下在 CCS𝜇 里的所有计算对象都是弱互模拟的。

接下来从另一个角度-图的角度来形式化的介绍计算对象这一概念。将每个计

算对象视作一个顶点，则对于一步计算 𝑃
𝜏−→ 𝑃′，可以视作 𝑃 到 𝑃′ 的一条边，因

此关于一个计算对象 𝑃，可以用一个有根节点的有向图去描述，Fu 在 [114] 提出

了 D-图 (D-graph) 的概念。

8.3 给定一个有向图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)，如果其满足：

• 存在一个特殊的点 𝑐，称为根节点，该节点没有入边。

• 𝐺 是简单图，即顶点与顶点之间最多只有一条有向边。

• 对于根节点来说，图中任何一个顶点都是可达的。

则称 𝐺 是一个 D-图 G = (𝐺, 𝑐)。

这里会用图论中一些经典的记号。一个自循环 (self-loop) 指的是顶点自己到自己

的一条边，一个顶点的出度 (out-degree) 指的是该顶点的出边数量。对于两个顶点

𝑝, 𝑞，如果 𝑝 到 𝑞 有一条边，则称 𝑞 是 𝑝 的孩子；如果 𝑝 到 𝑞 有一条路径，则称

𝑝 是 𝑞 的祖先。

a

b

c10 c00

c

图 8–1 两个 D-图的例子

Figure 8–1 Examples of D-graph

有时我们会用根节点来表示某些 D-图。考虑仅有一个顶点的 D-图，一共有

两种，前者只有一个点没有边，后者则有一个自循环的边。为了方便起见，称前

者为 𝑐0
0，后者为 𝑐1

0。任何一个 D-图都会有至少其中一个上述的导出子图 (induced
subgraph)。一个内点 (internal node) 则是指少一条出边到不同顶点的顶点。

图8–1给了两个有关 D-图的例子，其中黑色实心的点分别表示了两张 D-图的

根节点。事实上，一个 D-图也是一个有限状态计算对象的表示。在图中，左面
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那张 D-图可以理解为 Δ(𝜏.𝜏 + 𝜏.(𝜏.Ω + 𝜏)))，因为可以将上面的每一个点进行标

记：𝑎 表示为 Δ(𝜏.𝜏 + 𝜏.(𝜏.Ω + 𝜏)))，𝑏 表示为 𝜏.Ω + 𝜏，𝑐 表示为 𝜏，𝑐0
0 和 𝑐1

0 则

分别为 0 和 Ω。同样右面那张图可以理解为 Δ(𝜏.Δ(𝜏) + 𝜏.Δ(Ω + 𝜏))。因此可以将

上述定义的等价关系运用在 D-图里，比如在左边的 D-图里 𝑐 和 𝑐0
0 便是相等的，

因为 {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐1
0, 𝑐

1
0), (𝑐0

0, 𝑐
0
0), (𝑐, 𝑐), (𝑐, 𝑐0

0), (𝑐0
0, 𝑐)} 是一个共发散的互模拟关

系。考虑 D-图中那些没有两个顶点相等的图，称为 C-图。

8.4 如果一个 D-图 G = (𝐺, 𝑐) 满足没有任何两个顶点相等，则称 G 是一个

C-图。

图 8–2 两个 C-图的例子

Figure 8–2 Examples of C-graph

显然对于不同的 C-图，其根节点是不相等的，因此可以用根节点来表示对应

的 C-图。在图8–1由上述讨论可知，左面的不是 C-图，而右面的是 C-图。两个单

顶点的 D-图都是 C-图，并称 𝑐0
0 和 𝑐1

0 为平凡 C-图。事实上，几乎所有的 C-图都包

含这两个顶点，这一点可以再通过图8–2来理解。左右两个 C-图的根节点是不相

等的，因为左边可以直接到达 𝑐0
0，但是有边不行，其需要先改变自己到达一个不

相等的节点以后才能到达 𝑐0
0。

图8–2其实就是如何用 𝑛 个点构造 𝑛 − 2 高度的 C-图的例子。

8.2 C-
本节将介绍 C-图的计数。C-图可以表示计算对象，因此 C-图里的一条路径可

以想象成一条计算所花费的步数，这里忽略自循环，也即计算所需经历的不同状

态数。为此定义给定一个 C-图，对于其中两个不同的顶点 𝑢, 𝑣，𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝑢, 𝑣) 表示 𝑢
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到 𝑣 最长的不包含自循环的路径长度，如果不存在路径，则定义为 −1。将任何一

个顶点到两个平凡顶点的距离的较大者定义为其的高度，即：

𝔥(𝑢) def
= max{𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝑢, 𝑐0

0), 𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝑢, 𝑐1
0)} (8–1)

定义一个 C-图 G 的高度 𝔥(G) 为其根节点的高度，显然 𝑐0
0 和 𝑐1

0 的两个平凡 C-图
的高度为 0，图8–3给出了高度为 0, 1, 2 的所有 C-图的例子，这里用 𝑐 𝑗𝑖 来表示某

个 C-图，其中 𝑗 表示该图的高度，𝑖 表示某个排列中的序号。

Height 0:
c00 c10

Height 1:

c01 c11 c21

Height 2:

c02 c12 c22

图 8–3 高度为 0，1，2的 C-图

Figure 8–3 C-graphs of height 0，1，2

从高度这一概念出发，可以将所有的 C-图汇聚成一张无限大的图来进行理解。

事实上对于任何一个高度为 𝑖 + 1 的 C-图来说，其所有的儿子的高度都不会超过 𝑖，

并且一定至少有一个儿子高度为 𝑖。从而可以将所有的 𝐶-图都汇聚在一张无限大

的按层分类的无限图中，如图8–4所示。图中第 𝑖 层表示所有高度为 𝑖 的节点，可

以看到图8–3中的三种高度的 C-图的根节点分别在 0, 1, 2 层。而对于其中任何一

个顶点 𝑐𝑘𝑛，将其所有可达的点和对应的边组成的图便是以其为根节点的 C-图。因

此图8–4中任何一个点都对应了一个不同的 C-图。

进一步观察图8–4，还可以得到如下结论：

• 同一层级的两个点之间不会有边。

• 每个在层级 𝑛 的点至少有一条连接某个 𝑛 − 1 层级的点。

• 令 𝑎 表示在层级 𝑛 上的一个点，𝐶 (𝑎) 表示其所有的儿子，𝐷 (𝑎) ∈ {0, 1}表

示其是否有自循环。令 𝑏 是层级 𝑛 上的另一个点，则有 𝐶 (𝑎) ≠ 𝐶 (𝑏) 或者

𝐷 (𝑎) ≠ 𝐷 (𝑏)。
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Level 0:

Level 1:

Level 2:

Level n-1:

Level n:

· · ·

ckn ck
′

n

c02 c12 c22

c01 c21c11

c00 c10

图 8–4 C-图在层级的表示

Figure 8–4 Finite C-graphs Arranged in Levels

• 令 𝑎是层级 𝑛上的一个点，𝑎′是层级 𝑛−1 上的一个点，则有𝐶 (𝑎) ⊈ 𝐶 (𝑎′) ∪
{𝑎′}或者 𝐷 (𝑎) = 1, 𝐷 (𝑎′) = 0。

接下来再介绍一些记号。令L𝑛 表示所有在层级 𝑛上的 C-图的集合，𝐿𝑛 = |L𝑛 |
表示其大小。令 L 𝑗

𝑛 表示层级 𝑛 里所有出度为 𝑗 的根节点的 C-图的集合，𝐿 𝑗𝑛 表示

其大小。根据其根节点是否有自循环，再将 L 𝑗
𝑛 分成了两类 C-图，前者有自循环后

者没有，分别记作：L 𝑗

𝑛,⟲ 和 L 𝑗
𝑛,•，用 𝐿 𝑗

𝑛,⟲ 和 𝐿 𝑗𝑛,•表示其大小。最后令 S𝑛 =
⋃𝑛
𝑖=1 L𝑖

表示所有在层级 𝑛 或者以下的 C-图的集合，并用 𝑆𝑛 表示其它大小，显然有：

𝐿 𝑗𝑛 = 𝐿 𝑗𝑛,• + 𝐿 𝑗𝑛,⟲,

𝐿𝑛 =
𝑆𝑛−1+1∑
𝑗=1

𝐿 𝑗𝑛.

由定义不难发现，𝐿𝑆𝑛−1+1
𝑛,⟲ = 1, 𝐿𝑆𝑛−1+1

𝑛,• = 0, 𝐿𝑆𝑛−1
𝑛,• = 1.
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8.2.1

本节将完成按高度对 C-图进行计数这一工作，目标是证明如下定理：

8.1 对于 𝑛 ≥ 3，我们有如下等式：

𝑆𝑛 =

(
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘 𝑘!
𝑘 − 1

· 𝑘𝑆𝑛−(𝑘−1)

)
− (−1)𝑛(𝑛 − 1)! · (𝑛3 + 2𝑛2 + 𝑛 + 1).

首先回顾一些组合的基本记号，
(𝑛
𝑘

)
表示从 𝑛个东西里取出 𝑘 个东西的不同取

法个数，显然： (
𝑛

𝑘

)
=

{
𝑛!

(𝑛−𝑘)!·𝑘! , if 𝑛 ≥ 𝑘,
0, if 𝑛 < 𝑘.

下面列出了一些基本的在后续证明中会使用到的关于组合的公式：(
𝐾

𝑘 − 1

)
+

(
𝐾

𝑘

)
=

(
𝐾 + 1
𝑘

)
, (8–2)

𝑘∑
𝑖=0

(
𝐾 − 𝐾 ′
𝑖

) (
𝐾 ′

𝑘 − 𝑖

)
=

(
𝐾

𝑘

)
, (8–3)

𝑘∑
𝑖=0

𝑑𝑖
(
𝑘

𝑖

)
= (𝑑 + 1)𝑘 . (8–4)

接下来会到定理8.1的证明。考察在 𝑛 层的一个 C-图，其儿子会有两种情况：

• 其有两个或者以上在层级 𝑛 − 1 的儿子。

• 其只有一个在层级 𝑛 − 1 的儿子。

本文分别用 B_
_,_ 和 A_

_,_ 表示上述对应的集合，用 𝐵_
_,_ 和 𝐴_

_,_ 表示其对应的大小，

比如A 𝑗

𝑛,⟲ 便表示集合 L 𝑗

𝑛,⟲ 中根节点仅有一个在层级 𝑛− 1 的儿子的 C-图的集合，

而 𝐴 𝑗
𝑛,⟲ = |A 𝑗

𝑛,⟲ |则表示其大小。

现在分别来计算其大小。第一种情况是简单的，因为对于一个在层级 𝑛 有两

个以上层级 𝑛− 1 的儿子的图来说，该点一定是跟这两个儿子不相等的，因此对于

任何一个在层级 𝑛有 𝑗 个儿子的点来说，只要其随意的选择 𝑡 (≥ 2)在层级 𝑛−1 的

儿子和 𝑗 − 𝑡 − 1 或者 𝑗 − 𝑡 个在其他更低层级的儿子即可，从而我们有：

𝐵 𝑗
𝑛,⟲ =

𝑗−1∑
𝑡=2

(
𝐿𝑛−1

𝑡

) (
𝑆𝑛−2

𝑗 − 𝑡 − 1

)
, 𝐵 𝑗𝑛,• =

𝑗∑
𝑡=2

(
𝐿𝑛−1

𝑡

) (
𝑆𝑛−2

𝑗 − 𝑡

)
. (8–5)
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经过计算可得：

𝐵 𝑗
𝑛,⟲ + 𝐵

𝑗
𝑛,• =

𝑗−1∑
𝑡=2

(
𝐿𝑛−1

𝑡

) (
𝑆𝑛−2

𝑗 − 𝑡 − 1

)
+

𝑗∑
𝑡=2

(
𝐿𝑛−1

𝑡

) (
𝑆𝑛−2

𝑗 − 𝑡

)
(8−−3)
=

(
𝑆𝑛−1

𝑗 − 1

)
− 𝐿𝑛−1

(
𝑆𝑛−2

𝑗 − 2

)
−

(
𝑆𝑛−2

𝑗 − 1

)
+

(
𝑆𝑛−1

𝑗

)
− 𝐿𝑛−1

(
𝑆𝑛−2

𝑗 − 1

)
−

(
𝑆𝑛−2

𝑗

)
(8−−2)
=

(
𝑆𝑛−1 + 1

𝑗

)
−

(
𝑆𝑛−2 + 1

𝑗

)
− 𝐿𝑛−1 ·

(
𝑆𝑛−2 + 1
𝑗 − 1

)
. (8–6)

上述等式8–6也有一个组合的解释，事实上考虑一个出度为 𝑗 的点，其 𝑗 条边

可以 S𝑛−1 和自循环中进行选择，所以一共会有
(𝑆𝑛−1+1

𝑗

)
种不同的情况，此外还需要

去除其中不在 B 𝑗𝑛 的情形，一共有两种情况：

• 这 𝑗 个儿子没有一个在层级 𝑛 − 1 中，这种情况一共有
(𝑆𝑛−2+1

𝑗

)
个。

• 这 𝑗 个儿子只有一个在层级 𝑛 − 1 中，这种情况一共有 𝐿𝑛−1 ·
(𝑆𝑛−2+1
𝑗−1

)
个。

回到第二种情况，有如下引理：

8.1 如下关系成立：

1. 𝐴 𝑗
𝑛,⟲ =

∑𝑆𝑛−2+1
𝑖=1

(
𝐿𝑖𝑛−1,• ·

(𝑆𝑛−2
𝑗−2

)
+∑ 𝑗−2

𝑡=1 𝐿
𝑖
𝑛−1,⟲ ·

(𝑆𝑛−2−𝑖+1
𝑡

)
·
( 𝑖−1
𝑗−2−𝑡

) )
.

2. 𝐴 𝑗𝑛,• =
∑𝑆𝑛−2+1
𝑖=1

∑ 𝑗−1
𝑡=1

(
𝐿𝑖𝑛−1,• ·

(𝑆𝑛−2−𝑖
𝑡

)
·
( 𝑖
𝑗−1−𝑡

)
+ 𝐿𝑖

𝑛−1,⟲ ·
(𝑆𝑛−2−𝑖+1

𝑡

)
·
( 𝑖−1
𝑗−1−𝑡

) )
.

只证明第一个等式，第二个的证明是类似的。固定 𝑗 , 𝑖，考虑在 A 𝑗

𝑛,⟲ 中的

一个 C-图的根节点 𝑐𝑛，其有两种情况：

• 𝑐𝑛 连接了某个在 L𝑖𝑛−1,• 的点 𝑐𝑛−1，注意到此时 𝑐𝑛 是有自循环而 𝑐𝑛−1 没有，

因此 𝑐𝑛 ; 𝑐𝑛−1，因此只要从 S𝑛−2 里再任选 𝑗 − 2 个节点作为 𝑐𝑛 的儿子即可，

这里一共有：𝐿𝑖𝑛−1,• ·
(𝑆𝑛−2
𝑗−2

)
个。

• 𝑐𝑛 连接了某个在 L𝑖
𝑛−1,⟲ 的点 𝑐𝑛−1，令 𝑐𝑛−1 有 𝑖 个儿子，为了使得 𝑐𝑛 ; 𝑐𝑛−1，

𝑐𝑛 必须在 S𝑛−2 找到一个不属于 𝑐𝑛−1 的儿子，这里还需要忽略自循环这条

边，从而一共有：
∑ 𝑗−2
𝑡=1 𝐿

𝑖
𝑛−1,⟲

(𝑆𝑛−2−𝑖+1
𝑡

) ( 𝑖−1
𝑗−2−𝑡

)
个。 □

有了引理8.1，便可以计算 A𝑛 的大小：

𝐴 𝑗
𝑛,⟲ + 𝐴

𝑗
𝑛,• =

𝑆𝑛−2+1∑
𝑖=1

(
𝐿𝑖𝑛−1,• ·

(
𝑆𝑛−2

𝑗 − 2

)
+
𝑗−2∑
𝑡=1

𝐿𝑖𝑛−1,⟲ ·
(
𝑆𝑛−2 − 𝑖 + 1

𝑡

)
·
(
𝑖 − 1
𝑗 − 2 − 𝑡

))
+

𝑆𝑛−2+1∑
𝑖=1

𝑗−1∑
𝑡=1

(
𝐿𝑖𝑛−1,• ·

(
𝑆𝑛−2 − 𝑖

𝑡

)
·
(

𝑖

𝑗 − 1 − 𝑡

)
+ 𝐿𝑖𝑛−1,⟲ ·

(
𝑆𝑛−2 − 𝑖 + 1

𝑡

)
·
(
𝑖 − 1
𝑗 − 1 − 𝑡

))
.
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考虑其中 𝐿𝑖
𝑛−1,⟲ 的系数：(

𝑆𝑛−2

𝑗 − 2

)
+
𝑗−1∑
𝑡=1

(
𝑆𝑛−2 − 𝑖

𝑡

) (
𝑖

𝑗 − 1 − 𝑡

)
(8−−3)
=

(
𝑆𝑛−2

𝑗 − 2

)
+
(
𝑆𝑛−2

𝑗 − 1

)
−
(
𝑖

𝑗 − 1

)
(8−−2)
=

(
𝑆𝑛−2 + 1
𝑗 − 1

)
−
(
𝑖

𝑗 − 1

)
,

考虑其中 𝐿𝑖𝑛−1,• 的系数：

𝑗−2∑
𝑡=1

(
𝑆𝑛−2 − 𝑖 + 1

𝑡

) (
𝑖 − 1
𝑗 − 2 − 𝑡

)
+
𝑗−1∑
𝑡=1

(
𝑆𝑛−2 − 𝑖 + 1

𝑡

) (
𝑖 − 1
𝑗 − 1 − 𝑡

)
(8−−3)
=

(
𝑆𝑛−2

𝑗 − 2

)
−

(
𝑖 − 1
𝑗 − 2

)
+

(
𝑆𝑛−2

𝑗 − 1

)
−

(
𝑖 − 1
𝑗 − 1

)
(8−−2)
=

(
𝑆𝑛−2 + 1
𝑗 − 1

)
−

(
𝑖

𝑗 − 1

)
.

这两者的系数相等，从而可以得到：

𝐴 𝑗𝑛 =
𝑆𝑛−2+1∑
𝑖=1

𝐿𝑖𝑛−1 ·
((
𝑆𝑛−2 + 1
𝑗 − 1

)
−

(
𝑖

𝑗 − 1

))
= 𝐿𝑛−1 ·

(
𝑆𝑛−2 + 1
𝑗 − 1

)
−
𝑆𝑛−2+1∑
𝑖=1

𝐿𝑖𝑛−1 ·
(
𝑖

𝑗 − 1

)

上述等式同样有组合的解释，注意到对于每个在层级 𝑛 − 1 的点 𝑐𝑛−1，其可以

生成
(𝑆𝑛−2
𝑗−2

)
+

(𝑆𝑛−2
𝑗−1

)
=

(𝑆𝑛−2+1
𝑗−1

)
不同的高度为 𝑛 的 D-图，因此只要去除其中不是 C-图

的点即可，这里同样有两种情况：

• 如果 𝑐𝑛−1 不存在自循环并且其出度为 𝑖，则新产生的节点 𝑐𝑛 满足 𝑐𝑛 ≃
𝑐𝑛−1 当且仅当 𝑐𝑛 的其他 𝑗 − 1 个儿子也都是 𝑐𝑛−1 的儿子，这里一共有：∑𝑆𝑛−2+1
𝑖=1 𝐿𝑖𝑛−1,• ·

( 𝑖
𝑗−1

)
种。

• 如果 𝑐𝑛−1 存在自循环并且其出度为 𝑖 则新产生的节点 𝑐𝑛 满足 𝑐𝑛 ≃ 𝑐𝑛−1 当

且仅当如下之一情况发生：

– 𝑐𝑛 有自循环并且剩下的 𝑗 − 2 个儿子也是 𝑐𝑛−1 的儿子，这里一共有∑𝑆𝑛−2+1
𝑖=1 𝐿𝑖

𝑛−1,⟲ ·
( 𝑖−1
𝑗−2

)
种。

– 𝑐𝑛 没有循环并且剩下的 𝑗 − 1 个儿子也是 𝑐𝑛−1 的儿子，这里一共有∑𝑆𝑛−2+1
𝑖=1 𝐿𝑖

𝑛−1,⟲ ·
( 𝑖−1
𝑗−1

)
种。

因此这种情况下一共有：
∑𝑆𝑛−2+1
𝑖=1 𝐿𝑖

𝑛−1,⟲ ·
( 𝑖
𝑗−1

)
种。

回到定理8.1的证明，由上述讨论，可以计算出 𝐿 𝑗𝑛 的大小，即：

𝐿 𝑗𝑛 = 𝐿 𝑗
𝑛,⟲ + 𝐿

𝑗
𝑛,•

= 𝐴 𝑗
𝑛,⟲ + 𝐵

𝑗

𝑛,⟲ + 𝐴
𝑗
𝑛,• + 𝐵 𝑗𝑛,•

=

(
𝑆𝑛−1 + 1

𝑗

)
−

(
𝑆𝑛−2 + 1

𝑗

)
−
𝑆𝑛−2+1∑
𝑖=1

𝐿𝑖𝑛−1 ·
(
𝑖

𝑗 − 1

)
. (8–7)
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对 𝑗 求和，则可以计算 𝐿𝑛：

𝐿𝑛 =
𝑆𝑛−1+1∑
𝑗=1

𝐿 𝑗𝑛 (8–8)

=
𝑆𝑛−1+1∑
𝑗=1

((
𝑆𝑛−1 + 1

𝑗

)
−

(
𝑆𝑛−2 + 1

𝑗

)
−
𝑆𝑛−2+1∑
𝑖=1

𝐿𝑖𝑛−1 ·
(
𝑖

𝑗 − 1

))
=

𝑆𝑛−1+1∑
𝑗=0

(
𝑆𝑛−1 + 1

𝑗

)
−
𝑆𝑛−2+1∑
𝑗=0

(
𝑆𝑛−2 + 1

𝑗

)
−
𝑆𝑛−2+1∑
𝑗=1

𝑆𝑛−2+1∑
𝑖=1

𝐿𝑖𝑛−1 ·
(
𝑖

𝑗 − 1

)
(8−−4)
= 2𝑆𝑛−1+1 − 2𝑆𝑛−2+1 −

𝑆𝑛−2+1∑
𝑖=1

(
𝐿𝑖𝑛−1 ·

𝑆𝑛−2+1∑
𝑗=1

(
𝑖

𝑗 − 1

))
(8−−4)
= 2𝑆𝑛−1+1 − 2𝑆𝑛−2+1 −

𝑆𝑛−2+1∑
𝑖=1

2𝑖𝐿𝑖𝑛−1. (8–9)

注意到重复利用等式8–7，可以得到：

𝑆𝑚−1+1∑
𝑖=1

𝑘 𝑖𝐿𝑖𝑚
(8−−7)
=

𝑆𝑚−1+1∑
𝑖=1

𝑘 𝑖

((
𝑆𝑚−1 + 1

𝑖

)
−

(
𝑆𝑚−2 + 1

𝑖

)
−
𝑆𝑚−2+1∑
𝑡=1

𝐿𝑡𝑚−1

(
𝑡

𝑖 − 1

))
=

𝑆𝑚−1+1∑
𝑖=0

𝑘 𝑖
(
𝑆𝑚−1 + 1

𝑖

)
−
𝑆𝑚−2+1∑
𝑖=0

𝑘 𝑖
(
𝑆𝑚−2 + 1

𝑖

)
−
𝑆𝑚−1+1∑
𝑖=1

𝑘 𝑖
𝑆𝑚−2+1∑
𝑡=1

𝐿𝑡𝑚−1

(
𝑡

𝑖 − 1

)
(8−−4)
= (𝑘 + 1)𝑆𝑚−1+1 − (𝑘 + 1)𝑆𝑚−2+1 − 𝑘

𝑆𝑚−2+1∑
𝑡=1

𝐿𝑡𝑚−1

𝑆𝑚−1+1∑
𝑖=1

𝑘 𝑖−1
(
𝑡

𝑖 − 1

)
= (𝑘 + 1)𝑆𝑚−1+1 − (𝑘 + 1)𝑆𝑚−2+1 − 𝑘

𝑆𝑚−2+1∑
𝑡=1

𝐿𝑡𝑚−1

𝑡∑
𝑖=0

𝑘 𝑖
(
𝑡

𝑖

)
(8−−4)
= (𝑘 + 1)𝑆𝑚−1+1 − (𝑘 + 1)𝑆𝑚−2+1 − 𝑘

𝑆𝑚−2+1∑
𝑡=1

𝐿𝑡𝑚−1(𝑘 + 1)𝑡 .

上式两边乘以 (𝑘 − 1)! 可以得到：

(𝑘−1)!
𝑆𝑚−1+1∑
𝑖=1

𝑘 𝑖𝐿𝑖𝑚 =
(𝑘 + 1)!
𝑘
((𝑘 +1)𝑆𝑚−1− (𝑘 +1)𝑆𝑚−2) − 𝑘!

𝑆𝑚−2+1∑
𝑡=1

(𝑘 +1)𝑡𝐿𝑡𝑚−1. (8–10)

注意到 𝐿0 = 2, 𝐿1 = 3, 𝐿1
1 = 0, 𝐿2

1 = 2, 𝐿3
1 = 1，可以计算出：

𝐿𝑛 = 2𝑆𝑛−1+1 − 2𝑆𝑛−2+1 −
𝑆𝑛−2+1∑
𝑗=1

2 𝑗𝐿 𝑗𝑛−1.

= 2𝑆𝑛−1+1 − 2𝑆𝑛−2+1 −
(
3𝑆𝑛−2+1 − 3𝑆𝑛−3+1 − 2

𝑆𝑛−3+1∑
𝑗=1

3 𝑗𝐿 𝑗𝑛−2

)
— 158 —



申请上海交通大学博士学位论文

= · · ·

=
2!
1
(2𝑆𝑛−1 − 2𝑆𝑛−2) − 3!

2
(3𝑆𝑛−2 − 3𝑆𝑛−3) + · · · + (−1)𝑛(𝑛 − 2)!

(
𝑛𝑆1+1 − 𝑛𝑆0+1 − (𝑛 − 1)

𝑆0+1∑
𝑡=1

𝑛𝑡𝐿𝑡1

)
=

𝑛∑
𝑘=2

(
(−1)𝑘 𝑘!

𝑘 − 1
(𝑘𝑆𝑛+1−𝑘 − 𝑘𝑆𝑛−𝑘 )

)
+ (−1)𝑛+1(𝑛 − 1)!

3∑
𝑡=1

𝑛𝑡𝐿𝑡1

=
𝑛∑
𝑘=2

(
(−1)𝑘 𝑘!

𝑘 − 1
(𝑘𝑆𝑛+1−𝑘 − 𝑘𝑆𝑛−𝑘 )

)
− (−1)𝑛𝑛!(𝑛2 + 2𝑛).

从而对 𝑛 求和，可以计算出 𝑆𝑛：

𝑆𝑛 =
𝑛∑
𝑖=0

𝐿𝑖 = 𝐿0+𝐿1+
𝑛∑
𝑖=2

𝐿𝑖 = 5+
𝑛∑
𝑖=2

(
𝑖∑
𝑘=2

(−1)𝑘 𝑘!
𝑘 − 1

(𝑘𝑆𝑖+1−𝑘 − 𝑘𝑆𝑖−𝑘 ) + (−1)𝑖+1(𝑖 − 1)!(2𝑖2 + 𝑖3)
)
.

注意到：

𝑛∑
𝑖=2

𝑖∑
𝑘=2

(−1)𝑘 𝑘!
𝑘 − 1

(𝑘𝑆𝑖+1−𝑘−𝑘𝑆𝑖−𝑘 ) =
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘 𝑘!
𝑘 − 1

𝑛∑
𝑖=𝑘

(𝑘𝑆𝑖+1−𝑘−𝑘𝑆𝑖−𝑘 ) =
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘 𝑘!
𝑘 − 1

(𝑘𝑆𝑛+1−𝑘−𝑘𝑆0).

因此有：

𝑆𝑛 = 5 +
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘 𝑘!
𝑘 − 1

(𝑘𝑆𝑛+1−𝑘 − 𝑘𝑆0) +
𝑛∑
𝑖=2

(−1)𝑖+1(𝑖 − 1)!(2𝑖2 + 𝑖3)

= 5 +
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘 𝑘!
𝑘 − 1

𝑘𝑆𝑛+1−𝑘 −
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘 𝑘!
𝑘 − 1

𝑘2 +
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘+1(𝑘 − 1)!(2𝑘2 + 𝑘3)

= 5 +
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘 𝑘!
𝑘 − 1

𝑘𝑆𝑛+1−𝑘 +
𝑛∑
𝑘=2

(
(−1)𝑘+1(𝑘 − 1)!(2𝑘2 + 𝑘3) − (−1)𝑘 𝑘!

𝑘 − 1
𝑘2

)
=

𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘 𝑘!
𝑘 − 1

· 𝑘𝑆𝑛−(𝑘−1) +
(
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘−1(𝑘 − 2)!(𝑘4 + 2𝑘3 − 2𝑘2)
)
+ 5. (8–11)

最后来化简8–11中的第二个求和符号。定义函数：

af(𝑛) =
𝑛∑
𝑘=1

(−1)𝑛−𝑘𝑘!.

，注意到上述函数满足：af(𝑛) = 𝑛!−af(𝑛−1)，下面用 af(𝑛)来化简
∑𝑛
𝑘=2(−1)𝑘−1(𝑘−
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2)!(𝑘4 + 2𝑘3 − 2𝑘2，记该式为 𝐴，则有：

𝐴 =
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘−1(𝑘 + 2)! −
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘−1𝑘! +
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘−1(𝑘 − 1)! +
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘−1(𝑘 − 2)!

=
𝑛∑
𝑘=1

(−1)𝑘−1(𝑘 + 2)! +
𝑛∑
𝑘=1

(−1)𝑘𝑘! +
𝑛−1∑
𝑘=1

(−1)𝑘𝑘! −
𝑛−2∑
𝑘=1

(−1)𝑘𝑘! − 6

= (−1)𝑛+1
𝑛+2∑
𝑘=1

(−1)𝑛+2−𝑘𝑘! + (−1)𝑛
𝑛∑
𝑘=1

(−1)𝑛−𝑘𝑘! + (−1)𝑛−1(𝑛 − 1)! − 5

= (−1)𝑛+1 (af(𝑛 + 2) − af(𝑛) + (𝑛 − 1)!) − 5

= (−1)𝑛+1 ((𝑛 + 2)! − (𝑛 + 1)! + (𝑛 − 1)!) − 5

= (−1)𝑛+1(𝑛 − 1)!(𝑛3 + 2𝑛2 + 𝑛 + 1) − 5.

将上式代回等式8–11可得：

𝑆𝑛 =

(
𝑛∑
𝑘=2

(−1)𝑘 𝑘!
𝑘 − 1

· 𝑘𝑆𝑛−(𝑘−1)

)
− (−1)𝑛(𝑛 − 1)! · (𝑛3 + 2𝑛2 + 𝑛 + 1).

即完成了对定理8.1的证明。

8.2.2

上一节给出了 𝑆𝑛 和 𝐿𝑛 的递推表达式，而在这一节将讨论 𝐿𝑛 之间的关系，以

及高度和顶点个数之间的关系。

首先来关注 𝐿𝑛 之间的关系。显然 𝐿𝑛 至少有 L𝑛−1 中大小 ≥ 2 的子集数量那

么多，即 𝐿𝑛 ≥ 2𝐿𝑛−1 − 𝐿𝑛−1 − 1，因此 𝐿𝑛 的大小是非初等的，而下面的定理作了更

精确的刻画，其说明 𝐿𝑛 可以被 2𝐿𝑛−1𝐿𝑛−1 刻画，即 𝐿𝑛 = Θ(2𝐿𝑛−1𝐿𝑛−1)。

8.2 对于 𝑛 ≥ 2，𝐿𝑛 和 𝐿𝑛−1 满足下列不等式：

2𝐿𝑛−1𝐿𝑛−1 < 𝐿𝑛 < 2𝐿𝑛−1
(
𝐿𝑛−1 + 4 log2(𝐿𝑛−1)

)
.

𝑛 = 2 时直接验证可知不等式成立，下面考虑 𝑛 ≥ 3 的情况，由不等式

𝐿𝑛 < 2𝑆𝑛−1+1 及等式 𝑆𝑛−1 − 𝑆𝑛−2 = 𝐿𝑛−1 可知：

𝐿𝑛
(8−−11)
= 2𝑆𝑛−1+1 − 2𝑆𝑛−2+1 −

𝑆𝑛−2+1∑
𝑖=1

2𝑖𝐿𝑖𝑛−1 > 2𝑆𝑛−1+1 − 2𝑆𝑛−2+1 − 𝐿𝑛−12𝑆𝑛−2+1

= 2𝑆𝑛−2+1(2𝐿𝑛−1 − 𝐿𝑛−1 − 1) ≥ (𝐿𝑛−1 + 1) (2𝐿𝑛−1 − 𝐿𝑛−1 − 1)

≥ 𝐿𝑛−12𝐿𝑛−1 .

— 160 —



申请上海交通大学博士学位论文

为了证明不等式的另一端，考虑 𝐿𝑛 与 𝐿𝑛−1 的商有：

𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

=
2𝑆𝑛−1+1 − 2𝑆𝑛−2+1 −∑𝑆𝑛−2+1

𝑖=1 2𝑖𝐿𝑖𝑛−1

2𝑆𝑛−2+1 − 2𝑆𝑛−3+1 −∑𝑆𝑛−3+1
𝑖=1 2𝑖𝐿𝑖𝑛−2

<
2𝑆𝑛−1+1

2𝑆𝑛−2+1 − 2𝑆𝑛−3+1 − 𝐿𝑛−22𝑆𝑛−3+1

= 2𝐿𝑛−1

(
1 + 𝐿𝑛−2 + 1

2𝐿𝑛−2 − 𝐿𝑛−2 − 1

)
≤ 2𝐿𝑛−1

(
1 + 2𝐿𝑛−2 + 2

2𝐿𝑛−2

)
.

注意到 2𝐿𝑛−2 > 2𝑆𝑛−3+1，所以有：𝐿𝑛−1 ≤ 2𝑆𝑛−2+1 = 2𝑆𝑛−3+1 · 2𝐿𝑛−2 ≤ 2𝐿𝑛−22𝐿𝑛−2，从而：

𝐿𝑛
2𝐿𝑛−1𝐿𝑛−1

≤ 1 + 2𝐿𝑛−2 + 2
𝐿𝑛−1

2𝐿𝑛−2

= 1 + 4𝐿𝑛−2(𝐿𝑛−2 + 1)
𝐿𝑛−1

≤ 1 + 4 log2(𝐿𝑛−1)
𝐿𝑛−1

定理得证。 □

接下来讨论一些高度与节点个数的关系。一个很自然的问题是，给定一个固

定高度的 C-图，其最多可以有多少个节点，最少又必须要有多少个节点？也可以

反过来问，给定一个固定大小的 C-图，其高度最多是多少，最少又是多少？回顾

一下图8–2，其构造实际上给出了上述问题的一些直观，即 𝑛 个节点的 C-图可以

有 𝑛 − 2 的高度。而下述定理，严格的给出来关于高度和大小之间的关系，其将指

出尽管有些 C-图的高度和其大小相差比较小，但是也有 C-图可以有很大的大小但

是却只有很小的高度。为了方便叙述，用 𝔰(G)来表示一个 C-图的顶点个数，并且

令 log∗(𝑛)表示最小的 𝑘 使其满足：𝑛 ≤ 2
. .
.
2}
𝑘
。

8.3 下述命题成立：

1. 对于 𝑛 ≥ 3，给定一个 𝑛 个点的 C-图 G𝑛 有：

log∗(𝑛) − 1 ≤ 𝔥(G𝑛) ≤ 𝑛 − 2. (8–12)

2. 对于 ℎ ≥ 1，给定一个高度为 ℎ 的 C-图 Gℎ 有：

ℎ + 2 ≤ 𝔰(Gℎ) ≤ 1 + 𝑆ℎ−1. (8–13)

𝔥(𝐺) ≤ 𝑛 − 2 是显然的，因为对于 𝑛 ≥ 3，G𝑛 必然包含两个高度为 0 的平

凡 C-图，同时注意到图8–2中给出了高度为 𝑛 − 2 的 G𝑛 构造，因此不等式8–12的

右边和不等式8–13的左边都是成立的，并且等号可以取到。
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不等式8–13的右边显然也是成立的，因为一个高度为 ℎ 的节点可以将所有高

度不超过 ℎ − 1 的节点作为自己的儿子，从而有 𝔰(Gℎ) ≤ 1 + 𝑆ℎ−1。

最后来完成对 log∗(𝑛) − 1 ≤ 𝔥(G𝑛) 的证明。𝑛 = 3 时直接验证可知，等号也是

可以成立的从而时紧的。考虑 𝑛 ≥ 4 的情况，注意到如下两个事实：

• 如果 𝑛 ≥ 2 + 𝑆ℎ−2 则 G𝑛 的高度至少为 ℎ。

• 如果 G𝑛 的高度为 ℎ − 1，则 𝑛 至多为 1 + 𝑆ℎ−2。

下面证明：

2𝑆ℎ−1 < 𝐿ℎ < 2·2𝑆ℎ−1 . (8–14)

事实上不等式的右边由等式 8–11 立马可得。对于第一个不等号，注意到

2𝑆ℎ−2+1+
𝑆ℎ−2+1∑
𝑗=1

2 𝑗𝐿 𝑗ℎ−1 ≤ 2𝑆ℎ−2+1+2𝑆ℎ−2+1
𝑆ℎ−2+1∑
𝑗=1

𝐿 𝑗ℎ−1 ≤ 2𝑆ℎ−2 (2+2𝐿ℎ−1) ≤ 2𝑆ℎ−2 ·2𝐿ℎ−1 = 2𝑆ℎ−1

再次使用等式 8–11 可得 𝐿ℎ > 2𝑆ℎ−1+1−2𝑆ℎ−1 = 2𝑆ℎ−1。接下来只要证明当 ℎ = log∗(𝑛)−
1 时有 2𝑛−2 ≥ 𝐿ℎ−1 即可。这是因为由8–14有：2𝑛−2 ≥ 𝐿ℎ−1 ≥ 2𝑆ℎ−2，从而 𝑛−2 ≥ 𝑆ℎ−2。

回到不等式 2𝑛−2 ≥ 𝐿ℎ−1，下面证明当 ℎ ≥ 2 时由如下不等式成立：

2
. .
.
2}
ℎ
≤ 𝐿ℎ ≤

1
4
· 2

. .
.
2}
ℎ+2
. (8–15)

左边的不等式时显然的，考虑右边的不等式，ℎ = 2 时，有 𝐿2 = 40 < 1
42222

。由定

理8.2通过归纳可知：

𝐿ℎ ≤ 2𝐿ℎ−1 (𝐿ℎ−1 + 4 log2(𝐿ℎ−1))

≤ 22𝐿ℎ−1

≤ 2
1
2 ·2

. .
.2
}

ℎ+1

≤ 1
4
· 2

. .
.
2}
ℎ+2
,

这里最后一步成立是由于当 𝑥 ≥ 6 时有 2 1
2 𝑥 ≤ 1

42𝑥 并且 𝐿2 = 40 > 6，从而不等式

log∗(𝑛) − 1 ≤ 𝔥(G𝑛)成立，定理得证。 □

8.3 C-
本节介绍一类特殊的 C-图，正则 C-图。考虑一个计算对象，如果其每步的选

择是有限的，这样的计算对象显然更加方便研究，比如在定义非确定性图灵机时，

可以令每一步其只有两个选择。将这个想法形式化到 C-图中，则有如下的定义：
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8.5 如果一个 C-图 G满足其所有的内点的出度最多是 𝑘，则称 G是 𝑘-正则

的。

在 𝑘-正则的 C-图中，2-正则的 C-图是最简单的正则 C-图。下面先对 2-正则的 C-图
的个数作一定的探讨。令 K𝑛 表示 L𝑛 中所有的 2-正则 C-图，𝐾𝑛 = |K𝑛 |表示其大

小，令 T𝑛 表示所有不超过层级 𝑛 的 2-正则 C-图，即 T𝑛 =
⋃𝑛
𝑖=0K𝑖，并且令 𝑇𝑛 来表

示其大小。由8–7可知，当 𝑛 ≥ 2 时有：

𝐾𝑛 =

(
𝑇𝑛−1 + 1

2

)
−

(
𝑇𝑛−2 + 1

2

)
− 2𝐾𝑛−1.

注意到等式右边可以重新写成如下的形式：(
𝑇𝑛−1 + 1

2

)
−

(
𝑇𝑛−2 + 1

2

)
− 2𝐾𝑛−1 =

1
2
((𝑇𝑛−1 + 1)𝑇𝑛−1) −

1
2
((𝑇𝑛−2 + 1)𝑇𝑛−2) − 2𝐾𝑛−1

=
1
2
(𝑇𝑛−1 + 𝑇𝑛−2 + 1)(𝑇𝑛−1 − 𝑇𝑛−2) − 2𝐾𝑛−1

=
1
2
(𝑇𝑛−1 + 𝑇𝑛−2 + 1)𝐾𝑛−1 − 2𝐾𝑛−1.

因此有： 2𝐾𝑛

𝐾𝑛−1
+ 3 = 𝑇𝑛−1 + 𝑇𝑛−2 和 2𝐾𝑛−1

𝐾𝑛−2
+ 3 = 𝑇𝑛−2 + 𝑇𝑛−3。整理可得： 2𝐾𝑛

𝐾𝑛−1
= 𝐾𝑛−1 +

𝐾𝑛−2 + 2𝐾𝑛−1
𝐾𝑛−2

，从而获得了如下的关于 𝐾𝑛 的递推关系式：

8.2 对于 𝑛 ≥ 3，有如下等式：

𝐾𝑛 =
𝐾2
𝑛−1

2
+ 𝐾𝑛−1𝐾𝑛−2

2
+
𝐾2
𝑛−1

𝐾𝑛−2
.

接下来估计 𝐾𝑛 的增长速度，下面将证明 𝐾𝑛 关于 𝑛 是指数大的。注意到 𝐾0 =

𝐾1 = 2, 𝐾2 = 3, 𝐾3 = 12，从而对于 𝑛 ≥ 3 有：
𝐾 2

𝑛−1
𝐾𝑛−2
≤ 𝐾 2

𝑛−1
3 。另一方面当 𝑛 ≥ 4 时有：

𝐾𝑛 >
𝐾 2

𝑛−1
2 > 12𝐾𝑛−1

2 > 3𝐾𝑛−1，结合 𝐾3 > 3𝐾2 可得当 𝑛 ≥ 4 时有 3𝐾𝑛−1𝐾𝑛−2 ≤ 𝐾2
𝑛−1，

从而有 𝐾𝑛−1𝐾𝑛−2
2 + 𝐾 2

𝑛−1
𝐾𝑛−2
≤ 𝐾 2

𝑛−1
2 ，即如下引理：

8.3 当 𝑛 ≥ 4 时 𝐾𝑛 和 𝐾𝑛−1 有如下关系：

𝐾2
𝑛−1

2
≤ 𝐾𝑛 ≤ 𝐾2

𝑛−1

回过头来考虑一般的 𝑘-正则 C-图。令K 𝑘
𝑛 表示 L𝑛 中所有 𝑘-正则 C-图，𝐾 𝑘𝑛 表

示其大小，令 K 𝑘 (𝑖)
𝑛 表示 K 𝑘

𝑛 中所有根节点出度为 𝑖 的 C-图的集合，𝐾 𝑘 (𝑖)𝑛 表示其

大小，则有如下定理：
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8.4 对于给定的 𝑘 和 𝑛 ≥ 2，令 T𝑛 =
⋃𝑛
𝑖=1K 𝑘

𝑖 表示不超过层级 𝑛 的所有 𝑘-正
则 C-图，𝑇 𝑘𝑛 表示其大小，则有：

𝑐1
(
𝑇 𝑘𝑛−1

) 𝑘 ≤ 𝑇 𝑘𝑛 ≤ 𝑐2
(
𝑇 𝑘𝑛−1

) 𝑘
其中 𝑐1, 𝑐2 是两个与 𝑘 有关的常数。

类似在 2-正则图的推导，由8–7可知当 𝑛 ≥ 2 时有：

𝐾 𝑘𝑛 =
𝑘∑
𝑗=1

(
𝑇 𝑘𝑛−1 + 1

𝑗

)
−

𝑘∑
𝑗=1

(
𝑇 𝑘𝑛−2 + 1

𝑗

)
−

𝑘∑
𝑖=1

2𝑖𝐾 𝑘 (𝑖)𝑛 (8–16)

注意到：

𝑘∑
𝑖=1

2𝑖𝐾 𝑘 (𝑖)𝑛 ≤ 2𝑘
𝑘∑
𝑖=1

𝐾 𝑘 (𝑖)𝑛 = 2𝑘𝐾 𝑘𝑛 . (8–17)

从而由8–16和8–17有：

𝐾 𝑘𝑛 ≥
𝑘∑
𝑗=1

(
𝑇 𝑘𝑛−1 + 1

𝑗

)
−

𝑘∑
𝑗=1

(
𝑇 𝑘𝑛−2 + 1

𝑗

)
− 2𝑘𝐾 𝑘𝑛 . (8–18)

因此由8–16和8–18立马可得：

𝑘∑
𝑗=1

(
𝑇 𝑘𝑛−1 + 1

𝑗

)
−

𝑘∑
𝑗=1

(
𝑇 𝑘𝑛−2 + 1

𝑗

)
≤ (2𝑘 + 1)𝐾 𝑘𝑛 ≤ (2𝑘 + 1)

(
𝑘∑
𝑗=1

(
𝑇 𝑘𝑛−1 + 1

𝑗

)
−

𝑘∑
𝑗=1

(
𝑇 𝑘𝑛−2 + 1

𝑗

))
.

在上述不等式中对 𝑛 求和，注意到 𝑇 𝑘1 = 5，则有：

𝑘∑
𝑗=1

(
𝑇 𝑘𝑛−1 + 1

𝑗

)
− 64 ≤ (2𝑘 + 1)𝑇 𝑘𝑛 ≤ (2𝑘 + 1)

𝑘∑
𝑗=1

(
𝑇 𝑘𝑛−1 + 1

𝑗

)
. (8–19)

注意到
(
𝑛
𝑘

) 𝑘 ≤ (𝑛
𝑘

)
≤

(
𝑒𝑛
𝑘

) 𝑘，上式可进一步推导成：

1
2𝑘 + 1

𝑘∑
𝑗=1

(
𝑇 𝑘𝑛−1 + 1

𝑗

) 𝑗
− 64

2𝑘 + 1
≤ 𝑇 𝑘𝑛 ≤ 𝑒𝑘

𝑘∑
𝑗=1

(
𝑇 𝑘𝑛−1 + 1

𝑗

) 𝑗
. (8–20)

从而定理成立，得证。 □

定理8.4叙述了一个很有意思的事实，即当限定每个节点的出边个数时，C-图
随着高度的数量会瞬间从非初等降到了双指数，也就是说在非确定的计算中，每

一步的分支数量是否受限，其实是会影响到其最终复杂性的结果。
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图 8–5 所有高度为 2的 C-图

Figure 8–5 C-Graphs of Height 2

8.4
本章从计数的方式讨论了计算对象的一些特性。通过使用了 C-图这一概念，

本文用计算 C-图的个数来代替对计算对象复杂性的研究，并且对按高度分类给出

了 C-图数量的递推式，同时也介绍了一类特殊的 C-图，𝑘-正则 C-图。

从定理8.1可以看出一些关于非确定性的复杂之处。尽管 𝐿0 = 2, 𝐿1 = 3, 𝐿2 =

40 看起来不是很大，图8–5也列出了所有高度为 2 的 C-图，但是 𝐿3 = 246 − 676 就

变成了很夸张的数字，这其中有只有 6 个点的 C-图，也有指数大的 𝐶-图，从而反

映尽管所有的计算步骤都只经过很少的不同状态，其整个计算对象也可能十分复

杂。

未来还有这两方面的方向可以拓展，首先目前对于固定大小的 C-图，目前只

有一个算法可以算出其数量，而是否也如高度一样存在着简单的递推式却不得而

知；其次 C-图的提出是搭了一个考察非确定计算复杂性的一个框架，其反映出了

非确定计算的一些特性，但能否找到一些实际的应用使其能够真正发挥作用也是

一个值得探究的工作。
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9.1
本文首先介绍了向量加法系统上的一些验证问题的结论和方法，分别有可覆

盖性问题和有界性问题 (章节三)，以及可达性问题 (章节四至七）。在可达性问题中

首先介绍了两种不同的上界算法 (章节四,五)，然后介绍了其下界的证明 (章节六)，
最后介绍了可达性问题在固定维度下的向量加法系统的结论 (章节七)。其中，针

对可达性问题使用到的上界算法-KLMST 算法，本文提出了一个有别于 Leroux 等

人在 [79] 的解释，将其分解和维度联系了起来，相信这会对研究固定维度下的向

量加法系统的可达性问题有所帮助。而对于下界问题，本文整理了目前所有的下

界方法，即用不能测 0 计数器去模拟一个有界的计数器测 0，这将对其他相关模

型相关问题的下界证明起着指导的作用。

其次，本文从计数的角度研究了非确定计算的复杂性。Fu 在中在一个只有 𝜏

动作的进程模型 CCS𝜇 上定义了有限状态计算对象的形式化表示，并且给出其一

个等价的图表示：C-图。本文在此基础上首先定义了 C-图的高度，即可表示为一

个非确定的计算对象中一条计算路径经过的最多的不同的状态，并在此之上通过

组合的方式，计算给出了给定高度的不同的 C-图的个数的递推式，从而反映出对

应的非确定计算的复杂性。这是第一篇通过该角度来研究非确定计算复杂性的研

究工作，为这方面的工作奠定了基础。

9.2
未来有如下的方向继续研究：

• 进一步研究高维的向量加法系统的可达性问题。任意维下的向量加法系统

的可达性问题在近些年已经获得了解决，即 Ackermann-完备[79-82]，但对于

固定维的向量加法系统，目前只有 1 维和 2 维有相应的完备结论[75, 77]，而

对于 3 维以上没有好的结论。而本文在章节四对 KLMST 算法的重新解释

则在一定程度上联系了维度之间的关系，从而应该能对高维向量加法系统

的可达性问题提供帮助。

• 研究一些相关模型的相关验证问题。向量加法系统随着在 60 年代的推出，

也衍生了许多的相关模型，比如下推向量加法系统 (pushdown vector addition
system)，带一维可测 0 的向量加法系统 (vector addition system with zero test)，
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分支向量加法系统 (branching vector addition system) 等。向量加法系统上的

一些技巧方法也可以运用到上面模型的验证问题研究当中，比如 bonnet 在

[46] 中使用了 Presburger 不变量方法证明了带一维可测 0 的向量加法系统

的可达性问题是可判定的等。而近些年对着 KLMST 算法，测 0 模拟的新

理解是否可以对这些模型的相关验证问题产生帮助也是值得思考的方向。

• 进一步用计数的方式研究非确定计算的复杂性。在本文中，我们用组合的

方式计算出了给定高度不同 C-图的个数。一个很自然的问题是给定大小问

不同 C-图的个数。目前我们的工作能够给出该问题的一个算法，但是是否

能够给出其的递推式我们目前没有好的想法。此外将其运用到一些更具体

的问题上也是日后的一个研究目标。
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